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В первой части работы получены общее 
решение задачи о цианидном потоке в ци-
линдрическом капилляре с подвижной гра-
ницей раздела фаз. Вследствие зависимости 
размера области переноса потока от време-
ни к этому типу задач неприменимы клас-
сические методы разделения переменных 
и интегральных преобразований Фурье [1]. 
Для бесконечной и полубесконечной об-

ласти с границей, движущейся по произ-
вольному закону, решение задачи приведено 
в работе [2]. 

Для того чтобы выяснить основные за-
кономерности движения раствора в капил-
ляре, рассмотрим модель потока раствора 
с однородными граничными условиями. 
В этом случае краевая задача будет выгля-
деть так:
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решение задачи (1)-(2), приведенное в I 
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ограничиваясь первым членом ряда ин-
теграл равен [4]:
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чтобы вычислить I1, сделаем замену пе-
ременных:
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интегралы в скобках представляют собой 
известные функции ошибок [5]:

 (9)
разлагая (12) в ряд получим: 

 (10)
интеграл I2 вычислим подобно I1: 

 (11)
при вычислении интеграла I3 используем 

замену (см. часть I работы): 
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подставляя (16) в (13) и далее в (12) 

и разлагая (15) в ряд, получим:
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подставляя (17) в (7), производя анало-

гичные замены переменных и разложение 

в ряд, получим:
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подставляем I1, I2, I3 и I4 в (6), учиты-

вая, что из уравнения 0)r(I k00 =λ  следует 
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при больших t и значения ,0t/1 →  
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учитывая z=Vсрt, где Vср — средняя ско-

рость движения раствора, из (20) следует:

 (21)
первый член в выражении (21) описыва-

ет влияние геометрии капилляра и движе-
ния раствора на плотность транспортного 
потока, возникновение «пробок» в потоке 
раствора, что видно из графика функции 







=ρ

R
r2J)r( 0

 при r>0 (рисунок).

движение границы )t(β  чаще всего по-

лучается автомодельным, т.е. t=)t( 0ββ  
[6], что следует из уравнения баланса на гра-
нице раздела фаз. в этом случае уравнение 
(21) принимает вид (рисунок):
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б
Рисунок — Графики изменения плотно-

сти потока раствора от геометрии капил-
ляра (а) и от времени (б) 

из рисунка видно, что поток раствора, 
находящийся в свободном режиме, распада-
ется и переходит в смешанный — свободно-
заторный (а) и гиперболически убывает 
с течением времени (б). распад и убывание 
потока раствора, приводит к хаотическо-
му (конвективному) движению раствора 
даже для однородных граничных условий. 
для стационарного потока в идеальном слу-

чае ( )t(z)t(z)t(,1)0(J 1ii0 +−=β= ) 
из (21) следует:
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уравнение (23) получено гринбергом [7] 
в рамках гидродинамической модели и яв-
ляется частным случаем нашего решения.

обозначая через ( )t,zv  скорость раствора 
в точке z в момент t и полагая, что она зави-

сит только от плотности ρ , имеем, что ког-

да капилляр пуст (ρ =0), раствор движет-

ся с максимальной скоростью maxvv = . 

при наполнении капилляра скорость падает 

до полной остановки (v = 0), когда maxρ=ρ
. Эта модель гриншилдса выражается соот-
ношением:
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из (25) следует, что скорость потока 

раствора изменяется от 0 до ,v max  когда 

maxvv = , maxρ=ρ .
используя полученное с использованием 

метода аналогий для «критического» радиу-

са kr  капилляра, начиная с которого плот-
ность потока раствора зависит от его радиу-
са, получим :

, (26)
где α — межфазное натяжение, V — мо-

лярный объем, R — универсальная газовая 
постоянная, т — температура.

уравнение (26) позволяет оценить кри-
тическую скорость потока раствора через 
характеристики капилляра и раствора (RT 
пропорциональна кинетической энергии по-
тока раствора).

рассмотрим самоорганизацию жидкост-
ного потока в пористой среде на основе 
синергетических эффектов, связанные с не-
линейностью предложенной модели. в [10] 
предложена оценка уровня организованно-
сти системы на основе критерия ферстера, 
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представляющего собой меру избыточности 
по К.Шеннону:
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где Smax — максимальное значение энтро-
пии системы; St — текущее значение вели-
чины энтропии в каждый данный момент 
времени t. 

Сущность любой системы — наличие об-
менных процессов между ее частями и эле-
ментами, то есть наличие связей, которых 
пропорционально квадрату числа элементов 
системы [11] (число выделенных элемен-
тарных объемов жидкости или число капил-
ляров в пористой руде):

,nS 2ϑ= � (28)
где n — количество элементов, S — чис-

ло связей между ними, ϑ  — коэффициент 
пропорциональности, зависящий от струк-
туры системы. Если элементы системы свя-
заны по типу «каждый с каждым и с самим 

собой», то  1=ϑ . При другом типе связей 
величина коэффициента будет иной. Таким 
образом, развитие любой системы опреде-
ляется двумя параметрами: числом элемен-
тов системы n, которое может меняться от 0 
до максимально возможной для данной си-

стемы величины, и коэффициентом ϑ .
Если считать что каждая связь может на-

ходиться в двух равновероятных состояни-
ях (например, есть она или нет), то общее 
количество состояний системы (ее разноо-
бразие) будет равно:

.22R
2ns ϑ== � (29)

Из [3, 4] энтропия системы равна: 

,2lnkn)2ln(kS 2n2

⋅ϑ== ϑ
 где k  — по-

стоянная Больцмана. Произведение kln2 
есть энергетический эквивалент одной еди-
ницы информации. 

Количество структурной информации, 
которое содержит данная система при дан-
ных посылках а, следовательно, внутренняя 
энергия системы пропорциональна квадра-

ту числа элементов и при 1=ϑ составляет 
одну единицу на одну связь (считая каждый 
элемент особой связью «с самим собой»). 
Соответственно, энергия связей составляет 
величину:

.2lnk)1n(nS s ⋅−ϑ= � (30)
Это есть потенциальная энергия свя-

зей системы, которая определяет ее струк-
турную устойчивость. Она определяется 
не простым количеством связей между 
элементами, а оптимальным числом связей 
и их конфигурацией.. Система устойчи-
ва при условии минимума потенциальной 
энергии. 

Энергия внешних источников, которая 
в форме работы поступает в систему и при-
водит к преобразованию или созданию 
ее структуры равна:

,2lnn2lnknTA 22 ϑΘ=⋅ϑ= � (31)
где T — температура, Θ=kT — статисти-

ческая температура.
Знак равенства соответствует равновес-

ному протеканию процесса. Но в реальных 
системах процессы отличаются от равно-
весных, имеем строгое неравенство. Вы-
ражение (31) показывает наличие квадра-
тичной зависимости энергетических затрат 
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на перестройку структуры системы от чис-
ла составляющих ее элементов. Из этого 
следует: ни одна система не может услож-
няться до бесконечности, поскольку это по-
требовало бы внешних источников энергии 
бесконечно большой мощности. Следо-
вательно, любая система может удержать 
лишь ограниченное число элементов, сво-
бодной энергии и информации. Сопостав-
ляя формулы (24) и (37) нетрудно получить 
следующие уравнения:

,
t
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Jconst
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R 0
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

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ρ
= .

v
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1R
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α
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� (32)
Как и следовало ожидать, уровень орга-

низации потока раствора в пористой руде 
больше тогда, когда больше протяжен-
ность капилляра (r), больше его радиус (R) 
или число капилляров на единицу площади 
(n) и больше средняя скорость движения 
(vср). Уровень организации увеличивает-
ся и при замедлении движения потока (как 

t/1 ), но такой путь приводит к снижению 
эффективного выщелачивания металла.

Для расчета оптимального количества 
числа капилляров на единицу площади 
одной системы орошения получим форму-
лу:

.
v
2

1ln
2lnk

1
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ср

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




 α
−=

� (33)
Число капилляров на единицу площади 

руды не может быть сколь угодно большим 
и пропорционально ее пористости, которая, 
в свою очередь, определяется принципами 
плотнейшей упаковки частиц руды.

Из приведенных выше уравнений следу-
ет следующий факт  — энергетические за-

траты, а, следовательно, стоимость работ 
по созданию системы орошения руды про-
порциональна квадрату числа элементов 
этой системы при ограничениях (33).

На примере задачи с однородными гра-
ничными условиями установлены основные 
закономерности просачивания цианидного 
раствора сквозь пористую руду. В дальней-
шем рассмотрим изменение концентрации 
цианидного раствора в жидкой фазе за счет: 
его движения с некоторой средней скоростью, 
радиального перемешивания, молекулярной 
диффузии и собственно процесса растворения 
твердых частиц золота с учетом фрактальной 
структуры и перколяции в пористой руде. 
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