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Математическая модель конкуренции двух вузов за ограниченный контингент аби-
туриентов, предложенная Л.А. Серковым, была упрощена до уровня, позволяющего 
исследовать её методами качественной теории динамических систем. Определены 
8 особых точек упрощённой динамической системы и проделан анализ их устойчиво-
сти, что позволило получить все режимы поведения образовательной системы. Модель 
распространена на n + 1-мерный случай (n вузов, конкурирующих за ограниченный 
контингент абитуриентов).
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Для описания широкого класса соци-
альных систем В. Вайдлихом в 1988 г. в ра-
боте «Стабильность и цикличность в соци-

альных системах» на основе логистических 
уравнений была предложена нелинейная 
динамическая система второго порядка [1]

где кусочнопеременные функции вли-
яния a(y) и b(x) описывают коопера-
тивный или антагонистический ха-

рактер взаимодействия переменных. 
Например, если воздействие y на x коопера-
тивное, то

где ys – точка переключения функции 
влияния. Здесь возможно четыре вари-
анта взаимодействия макропеременных 
x и y.

Эта модель в работе [2] использовалась 
для анализа развития системы образования в 
условиях конкуренции. В работе [3] модель (1) 
была распространена на трехмерный случай



52

INTERNATIONAL JOURNAL OF APPLIED 
AND FUNDAMENTAL RESEARCH    №3,   2011

PHYSICAL AND MATHEMATICAL  SCIENCES
при задании следующих функций влияния

(4)

(5)

(6)

где xsy, xsz, ysx, ysz, zsx, ysy – точки переключе-
ния функций влияния, при пересечении ко-
торых происходит изменение характера вза-
имодействия макропеременных (с подавле-
ния на усиление или наоборот).

Проделаны численные эксперимен-
ты с этой моделью при базовых параме-
трах s = 5, k = 1, Aij = 1, xsy = xsz = xs = 4,5, 
ysx = ysz = ys = 4,25, zsx = zsy = zs = 4,2, при 
этом модель интерпретирована как конку-
ренция двух однопрофильных вузов (x, y – 
количество студентов в них) за некоторый 
ограниченный ресурс абитуриентов (z – ко-
личество абитуриентов).

В результате численных эксперимен-
тов в работе [3] были получены только би-

стабильные режимы поведения образова-
тельной системы: ; , а слож-

ность задания функций влияния (4) не по-
зволила проделать ее качественный ана-
лиз. Поэтому мы решили транформировать 
модель (3) таким образом, чтобы ее мож-
но было исследовать простейшими метода-
ми качественной теории динамических си-
стем. Это удобно сделать в рамках моделей 
типа «хищник – жертва» с представлением 
их коэффициентов таким образом, как это 
делается в моделях попарных конкурентно-
кооперационных взаимодействий [4, 5]. В 
этом случае систему уравнений (3) запи-
шем в виде

где x – количество студентов в первом 
вузе, y – количество студентов во втором 
вузе, z – количество абитуриентов, желаю-
щих поступать в эти два вуза, i > 0 – ко-
эффициенты роста, i > 0 – коэффициенты 
внутриконтингентной (внутривузовской) 
конкуренции, i > 0 – коэффициенты меж-
контингентной (межвузовской) конкурен-
ции, i > 0 – коэффициенты студенческо 
(вузовско)-абитуриентской кооперации.

В модели (5) помимо трех логистиче-
ских членов и межвузовской конкурен-
ции (члены: –ixy) учитывается баланс при 
студенческо-абитуриентских взаимодей-
ствиях (например, приток абитуриентов в 
первый вуз (1xz) равен оттоку абитуриен-
тов из их общей численности (–1xz)).

Особые точки динамической систе-
мы (5) найдем из решения следующей си-
стемы алгебраических уравнений
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(7)

(8)

Эта система уравнений имеет восемь 
решений, которые определяют коорди-

наты особых точек. Выпишем их по по-
рядку:

1. 2.

3. 4.

5.

6.

7.

8.

Матрица Якоби линеаризованной динамической системы (5) имеет вид

Характеристическое уравнение для этой матрицы имеет вид

Для первой тривиальной особой точки характеристическое уравнение (8) примет вид
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и следовательно эта точка является неустой-
чивым узлом.

Для второй особой точки уравнение (8) 
примет вид

Здесь устойчивый узел возникает при 
, , в остальных 

случаях приходим к седловой неустойчивой 
точки. Аналогичная ситуация имеет место 

для третьей особой точки, которая являет-
ся устойчивым узлом при , 

.
Для четвертой особой точки уравнение 

(8) приводится к виду 

и следовательно эта точка является 
седлом.

Для пятой особой точки уравнение (8) 
приводится к виду 

(9)

(10)

(11)

Рассмотрим упрощенный слу-
чай при i = , i = , i =м, i = , 

тогда уравнение (9) приводится 
к виду

при этом , , 
при  > .

Из кубического уравнения (10) опреде-
лим собственные числа i:
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Можно показать, что первое соб-

ственное число будет отрицательным 
при удовлетворении следующего нера-
венства

Далее, 2 (знак плюс в выражении 
(11)) будет действительным отрицатель-
ным при 2  , 3 будет действитель-
ным отрицательным при  > . Таким 

образом, условия положительности осо-
бых точек и отрицательности собствен-
ных чисел требуют выполнения нера-
венств

 > .                          (12)

(13)

(14)

(15)

В этом случае особая точка (0, y*, z*) яв-
ляется устойчивым узлом.

Для шестой особой точки уравнение (8) 
приводится к виду

Упрощенный случай i = , i = , i = , 

i = , ,  приводит 

нас к тем же результатам, которые были по-
лучены для пятой особой точки.

Для седьмой особой точки уравнение 
(8) приводится к виду

Упрощенный случай i = , i = , 
i = , i = , , где   , при-

водит нас к следующему кубическому урав-

нению

Решение этого уравнения имеет вид

 3 = –.                                      (16)
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Отрицательность собственных чи-

сел i, а следовательно, и устойчи-
вый узел для седьмой особой точ-

ки будет иметь место при следую-
щих ограничениях на параметры 
модели

 < .                                               (17)

В случае  =  имеем  

 2 = 0, 

.

Таким образом, в этом случае при    
имеем устойчивый узел.

Для восьмой нетривиальной особой 
точки уравнение (8) рассмотрим для упро-
щенного случая i = , i = , i = , i = , 
когда

(18)

(19)

(20)

После достаточно громозд-
ких преобразований оно было при-

ведено к кубическому уравне-
нию

где 

Получим условия положитель-
ности особых точек. При  >  авто-
матически следует, что x* > 0, y* > 0. 

Для выполнения условия z* > 0 необ-
ходимо выполнение системы нера-
венств

Корни квадратного уравнения 
 имеют вид 

1 = 2 – , 2 =  при  <  и 1 = , 

2 = 2 –  при  > . Для решения этого 
неравенства необходимо рассмотреть три 
случая
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(21)

1. 2 –  < 0 2. 

3. 

Таким образом, в первом и третьем слу-
чаях неравенство (20) имеет решение  > , 
во втором –  > 2 – .

При автоматически следует, что x* > 0, 
y* > 0. Для выполнения условия z* > 0 необ-
ходимо выполнение системы неравенств

Как и ранее, для решения этого неравенства необходимо рассмотреть три случая

1. 2 –  < 0 2. 
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3. 

Таким образом, в первом случае нера-
венство (21) имеет решение 0 <  < , во 
втором случае решение отсутствует, в тре-
тьем случае это неравенство имеет решение 
2 –  <  < .

Устойчивость восьмой особой точки 
упрощенной динамической системы бу-

дет иметь место, когда действительные 
части корней кубического уравнения (19) 
являются отрицательными. Согласно ус-
ловий Рауса–Гурвица, для того, чтобы все 
корни произвольного кубического урав-
нения 

(22)

(23)

(24)

(25)

с действительными коэффициента-
ми имели отрицательные действитель-
ные части, необходимо и достаточно, 

чтобы все главные диагональные ми-
норы матрицы Гурвица для уравне-
ния (22)

были положительны:

Для нашего конкретного уравнения (19) условия (24) примут вид:
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(26)

(27)

Рассмотрим случай  > , тогда первый 
множитель первого неравенства системы 
(25) положителен, так как A < 0, B < 0. Сле-
довательно, второй множитель этого не-

равенства должен быть положительным. 
Отсюда следует, что второе неравенство 
выполняется автоматически. Третье нера-
венство приводится к виду

и следовательно, для тех же условий 
( > , A < 0, B < 0) выполняется автома-
тически.

Таким образом, все корни кубического 
уравнения (19) будут иметь отрицательные 
действительные члены при

При  > 2 это неравенство заведомо не 
выполняется, так как его левая часть ста-
новится отрицательной. Таким образом, 
устойчивый узел или устойчивый фокус 

для восьмой особой точки будет находить-
ся в следующей области изменения пара-
метров упрощенной динамической сис-
темы (5)

Аналитическое рассмотрение других 
случаев достаточно сложное и рассматри-
ваться не будет. Сингулярный случай при 
 =  приводит к отсутствию решений ал-
гебраической системы (6) для определения 
координаты особой точки.

Таким образом, качественный анализ 
динамической системы (5) показывает, что 
существуют два режима ее поведения с пол-
ным подавлением одного вуза другим при 
полном исчерпании стационарного резерва 
абитуриентов (особые точки 2 и 3); два ана-
логичных режима при наличии стационар-
ного резерва абитуриентов (особые точки 5 

и 6); два режима взаимного сосуществова-
ния вузов при наличии (особая точка 8) и 
исчерпании (особая точка 7) стационарного 
резерва абитуриентов; два неустойчивых 
режима поведения образовательной систе-
мы (особые точки 1 и 4).

При этом следует отметить, что для осо-
бых точек 5, 6 и 8 возможны ситуации, ког-
да z* = 0 (исчерпание стационарного резерва 
абитуриентов).

Другие более сложные режимы поведе-
ния динамической системы (5) (например, 
автоколебания) могут быть выявлены в ре-
зультате численных экспериментов.
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Динамическая система (5) мо-

жет быть легко распространена на 
n + 1-мерный случай (n вузов, конкури-

рующих за ограниченный контингент 
абитуриентов). В этом случае она име-
ет вид

(28)

(29)

Особые точки этой динамиче-
ской системы определяются из реше-

ния системы алгебраических урав-
нений.

Общее количество особых точек с раз-
личными сочетаниями нулевых и ненуле-
вых элементов равняется 2n + 1 [6]. По анало-
гии с анализом трехмерной динамической 
системы здесь имеют место различные 
режимы подавления одних вузов другими, 
и могут возникать различные коалиции 
вузов, которые со временем подавляют 
другие. Допустим, на рынке образователь-
ных услуг конкурируют между собой пять 
однопрофильных вузов, тогда, например, 

коалиций из трех вузов, можно будет соз-
дать в количестве (трех сочетаний из пяти):

 .
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The mathematical competition model of two institutes of higher education for limited 
contingent of entrants, offered by L.A. Serkov, has been simplifi ed up to level, allowing to 
investigate it by methods of the qualitative theory of dynamic systems. 8 critical points of 
the simplifi ed dynamic system are defi ned and the analysis of their stability was made. It 
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