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Сравнение логарифмов чисел без помо-
щи таблиц является одной из часто встре-
чающихся задач в различных упражнениях 
школьной математики. В множестве таких 
задач особое место занимает сравнение 
логарифмических выражений, как  и 

, где числа a, b, c, d удовлетворяют не-
которым необходимым условиям. В школь-
ных учебниках не указываются особые 
приемы для сравнения этих выражений, и 
опыт показывает, что школьники затрудня-
ются при решении подобных задач. По этой 
причине в данной работе ставится цель: 
ознакомить читателя с некоторыми извест-
ными способами для сравнения логарифми-
ческих выражений  и , сделать 
хроноло гичес кий анализ и сравнение этих 
методов и получить некоторые обобщенные 
способы по этой теме.

Таких методов в литературе немного. 
В некоторых из них для сравнения выра-
жений  и  принимается усло-
вие a – b = c – d. Но, есть и примеры, где 
a – b ≠ c – d. Поэтому, следует найти и та-
кие обобщенные способы сравнения этих 
выражений, когда a – b ≠ c – d.

Сначала отметим одно свойство лога-
рифмической функции  при a > 1. 
Легко проверить, что если b > a > 1
 logах < logbх, при 0 < x < 1, (1)

 logах > logbх, при х > 1, 2)
Справедливость этих утвержде ний оче-

видна из рисунка.
Сначала ознакомим читателя со спо-

собом, изложенным в работе [5], где 
a – b = c – d.

Предложение 1. Пусть b > a > 1 и k > 0. 
Тогда справедливо неравенство
 logаb > logа+k(b + k), (3)

Доказательство. Легко проверить, что 
при условии b > a > 1 и k > 0 выполняется 
неравенство 

. 

Тогда имеем,

.

Отсюда получим,

.
Например, 

Еще раз отметим, что в неравенстве (3) 
выполняется равенство a – b = c – d. Более 
слабый вариант этого неравенства доказы-
вается в работе [4].
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Предложение 2. Для каждого натураль-

ного n > 1 доказать, что
 logn (n + 1) > logn+1(n + 2).  (4)

Доказательство этого неравенства про-
водится почти как и доказательство нера-
венства (3), и поэтому мы его доказывать 
не будем. Отметим только то, что имея не-
равенство (3), не было необходимости до-
казывать более слабого неравенства (4). 
Причем эти неравенства доказаны в соот-
ветствующих журналах, с небольшой раз-
ницей во времени. В [4] рассмотрены еще 
следующие два примера:
  (5)

  (6)
В этих неравенствах a – b ≠ c – d и по-

этому для их доказательства нельзя приме-
нять формулу (3) или (4). Упростим задан-
ные логарифмы в (5), приведя их к одному 
основанию:

, 

При этом легко проверяется, что  

Отсюда и получается неравенство (5).
Для доказательства неравенства (6) при-

меняется другой способ. Поскольку 

, 

то неравенство (6) принимает вид  

или . Учитывая, что , 

проверим истинность неравенства 7 > 37/4 
или 74 > 37. А это справедливо, так как 
74 = 2401 и 37 = 2187.

Анализ неравенств (5) и (6) наводит 
на мысль, что можно написать бесконечно 
много неравенств вида (5) или (6), когда 
a – b ≠ c – d. И поэтому, следует доказывать 
общие теоремы о сравнении логарифмиче-
ских выражений вида logаb и logcd, когда 
параметры a, b, с и d удовлетворяют некото-
рым конкретным условиям.

Теорема 1. Пусть b > a > 1, d > c > 1 и 
а < c. Если при этих условиях дополнитель-

но выполняется условие bc > ad, то верно 
неравенство
   (7)

Доказательство: Сначала отметим, что 
неравенство bc > ad равносильно неравен-

ству . Тогда, учитывая (2) и свойства 

монотонности логарифмической функции 
получим:

Аналогично доказывается
Теорема 2. Пусть a > b > 1, c > d > 1 и 

a < c. Если дополнительно выполняется ус-
ловие bc < ad, то верно неравенство
  (8)

Легко проверить, что неравенства (3) и 
(4) являются частными случаями неравен-
ства (7). Очевидно, что исходя из (7) и (8), 
мы можем написать такие логарифмические 
неравенства, которые невозможно полу-
чить из (3) и (4), где выполняется равенство 
a – b = c – d. Это жесткое условие за-
менено в (7) и (8)более слабым услови-
ем, как bc > ad и bc < ad соответственно. 
Например,
log3,54,2 > log3,74,32 (4,2·3,7 > 3,5·4,32)
или

Ясно, что если в других литературах 
встретимся с логарифмическими сравнени-
ями, которые удовлетворяют условиям Тео-
рем 1 или 2, без всякого вычисления сразу 
можно написать верное сравнение, как ре-
зультат этих теорем. Например, в [4] требу-
ется доказать два неравенства

 и ,
справедливость которых сразу следует из 
(7). В [6] сложным и неэффективным спосо-
бом доказывается неравенство 

, 

хотя и это неравенство сразу следует из [7]. 
Но, для этого нужно сперва умножить обе 
части этого неравенства на (–1). Тогда дан-
ное неравенство запишется в виде 

. 
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А это неравенство удовлетворяет всем 
требованиям Теоремы 1 и также условию 
bc > ab, так как 

.

Аналогичным образом можно приме-
нять Теорему 2 к доказательствам соответ-
ствующих неравенств.

Продолжим ознакомление со способами 
сравнений выражений   и . Но, 
сперва отметим одно важное обстоятель-
ство о теоремах 1 и 2. Дело в том, что эти 
теоремы устанавливают только достаточ-
ные условия для выполнения неравенств 
(7) и (8). Это означает, что, например, при 
тех же условиях Теоремы 1 неравенство (7) 
может удовлетворяться даже в случае, ког-
да bc < ad. Для этого случая приведем два 
примера:  (77 < 327) [4, 54] 
и  (47 < 310) [6, 48].

Аналогичные примеры можно показать 
и по Теореме 2.

Теперь рассмотрим методику о срав-
нении выражений вида  и , 
где a > 0, a ≠ 1, b > 0, b  ≠ 1, M > 0, N > 0 
[6]. Если удастся найти такое целое k, что  

, , то отсюда можно 
сделать заключение, что . 
Если начальное положение этих лога-
рифмов имеет вид  и 

, то отсюда нельзя найти 
искомое сравнение. Тогда следует подобрать 
такое натуральное п, чтобы между  
и  оказалось некоторое целое чис-
ло р. Подбор этого числа п осуществляется 
последовательными пробами. Если число п 

найдено так, что , 
то вытекает вывод, что .

Далее, автор работы [6] этим же спосо-
бом находит сравнение . Для 
этого подходит п = 4. Так как 

 и 
,

то и 
, 

отсюда . Таким же образом 
доказывается неравенство

 

Для этого подходит число п = 2. Но, как уже 
сказано выше, это неравенство сразу полу-
чается из (7).

Как видно из этих двух примеров, и во-
обще, число проб, для подбора нужного п 
зависит от самой задачи и даже может быть 
очень велико. Но важно, что такое п всегда 
существует и это доказывается в [6].

Для сравнения логарифмических выра-
жений вида logп(п + 1) в [2] рассматривает-
ся функция f(x) = logx(x + 1). Доказывается, 
что эта функция монотонно убывает в ин-
тервале (1, +∞). Тогда сразу можем напи-
сать, например 

При сравнении подобных логарифмов 
в [3] применяется уникальный способ – ис-
пользуется свойство об арифметической и 
геометрической средней положительных чи-
сел. Например, неравенство  
доказывается следующим образом:

Отметим, что таким же путем мо-
жем доказать, что последовательность 

с общим членом logn(n + 1) монотонно 
убывает:

Интересно, что исследования по на-
званной теме продолжаются и по сей день. 
Отметим, только то, что предложенные в 
современных работах способы для сравне-
ния указанных логарифмических выраже-
ний, по существу, являются незначитель-
ными видоизменениями известных способ 
найденных 25-30 лет тому назад. Покажем 

один пример из работы [1]. Для сравнения 
чисел  и  предлагается следую-
щий способ. Каждое данное число умножа-
ется на 2:
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Отсюда,

Ясно что этот способ полностью совпадает 
с методом, изложенным в [6] имеющим 26-лет-
нюю давность, хотя автор называет эту мето-
дику «эффектом увеличительного стекла».

В работе [1] рассматривается еще 
два примера, для решения которых тоже 
применяются ранее известные способы. 
Так как при сравнении чисел  и 

, сначала рассматривается функция 
f(x) = logx(x + 1) и доказывается, что она 
монотонна убывает в (1; +∞) (см. [2] и [3]), 
а для сравнения чисел  и  при-
меняется известная теорема Коши о средних 
арифметических и средних геометрических.

И наконец, рассмотрим два примера из 
недавно изданной работы [7]. Для сравне-
ния чисел  и  применяется тот же 
метод, который уже был применен в рабо-
тах [6] и [1]. А для сравнения чисел  
и  применяется неэффективный ва-
риант той методики, которая была исполь-
зована в статье [5].

Как видно, тема, затронутая в данной 
работе, не имеет большого объема, но давно 

находится в центре внимания. Для сравне-
ния логарифмических выражений как  
и  в этих работах предлагалось не-
сколько способов. Но, вызывает сожаление 
только то, что некоторые способы, предло-
женные в этих работах, фактически являют-
ся повторением раннее известного метода, 
несмотря на то, что эти работы опубликова-
ны в близких журналах как «Математика в 
школе» и «Квант». Те, которые хотят найти 
новые способы для сравнения этих выраже-
ний, должны учитывать эту заметку.
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