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Физико-математические науки

Об эффективности управления силовыми 
нагрузками по частицам обрабатываемого про-
дукта в ЭММА можно судить по отношению 
мощности P1, передаваемой от электродвигате-
ля к «слою скольжения» [1, 2] ферромагнитных 
измельчающих элементов, к мощности P2, затра-
ченной на управление ЭММА,

 P1 = Mn;  (1)

 P2 = UyIy;  (2)

  (3)

где M – момент сопротивления заполнителя ра-
бочего объема устройства; n – частота вращения 
«слоя скольжения» ЭММА; Uy – напряжение на 
обмотке управления; Iy – ток управления ЭММА.

В результате исследований [1, 2] установле-
но, что отношение  может достигать значений 

порядка 10...103, т.е. ЭММА можно рассматри-
вать как усилитель мощности, позволяющий 
передавать значительную по величине энергию 
к частицам обрабатываемого продукта при не-
больших значениях тока (0,1...0,8 А), управляю-
щего магнитным полем.

При проектировании ЭММА для создания 
в рабочем объеме требуемых технологией пере-
работки продукта энергетических и силовых 
характеристик магнитного поля необходим тща-
тельный подбор материалов магнитопровода 

и электротехнический расчет его конструктив-
ных параметров [1, 2, 4].

На основании исследований [1, 2, 3, 4] уста-
новлено, что основным условием регулирова-
ния силовыми и энергетическими взаимодей-
ствиями между магнитным полем, рабочими 
элементами и частицами обрабатываемого ма-
териала в ЭММА является создание пропорцио-
нальности между величиной индукции магнит-
ного поля (или магнитного потока) в объемах 
обработки продукта и величиной намагничива-
ющего тока  в обмотках управления аппарата 
(т.е. обеспечение условий работы ЭММА при 
ненасыщенном магнитном состоянии материа-
лов его магнитопровода).

Возможность тонкого и надежного регули-
рования (с небольшими затратами мощности) 
позволяет подчинить работу устройства техноло-
гическим требованиям обработки продукта и по-
лучить готовое изделие высокого качества [5]. 
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Описан «Метод инвариантных преобразова-
ний», позволяющий получить общие аналити-
ческие выражения для поперечных компонент 
электромагнитного поля в закрытой гиротроп-
ной области с ортогональной криволинейной 
формой поперечного сечения при произвольном 
намагничивании. 

Распространение электромагнитных волн 
(ЭМВ) в намагниченной ферритовой (гиро-
тропной) среде характеризуется тем, что фа-
зовая скорость, затухание и поляризация рас-
пространяющейся волны зависят от величины 
напряженности внешнего магнитного поля и его 
направления относительно направления распро-
странения волны. Вследствие этого условия рас-
пространение волн в направляющих системах 

с гиротропным заполнением можно сознательно 
изменять в широких пределах, изменяя величи-
ну и направление магнитного поля [1].

Для исследования условий распространения 
ЭМВ в регулярной гиротропной ограниченной 
области с ортогональной криволинейной фор-
мой поперечного сечения, намагниченной вдоль 
одной из координатных осей, необходимы ин-
вариантные преобразования на основе тензор-
ного исчисления (метод инвариантных преоб-
разований – МИП). Удобство применения МИП 
для математического анализа ограниченных 
областей с обобщенно-ортогональной формой 
поперечного сечения является то, что метод об-
ладает свойством инвариантности относительно 
преобразования координат. 

В общем случае рассматривается намагни-
чивание феррита вдоль одной из трех коорди-
натных осей [2]. При этом рассматривают три 
случая кривизны поперечных координат:

1) линейность по обеим координатным осям;
2) кривизна по одной из координатных осей;
3) кривизна по обеим координатным осям.
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Первому случаю соответствует прямоуголь-

ная система координат, второму – цилиндриче-
ская, третьему – эллиптическая. 

Целью статьи является описание «Метода 
инвариантных преобразований». 

1. Характеристики ортогональных 
систем координат

Определим характеристики эллиптической 
системы координат: коэффициенты Ламэ, сим-
волы Кристоффеля и метрику. 

Коэффициенты Ламэ определяем по форму-
ле [3]:

   (1)

где  – эллиптические коор-
динаты.

Тогда из (1) имеем:

  (2)

где ; e – фокусное расстоя-
ние.

Символы Кристоффеля определяем из [4]. 
После преобразований:

  (3)

Тогда метрика будет равна:

  (4)

Аналогично для цилиндрической системы 
координат (u1 = r, u2 = φ, u3 = z)  коэффициенты 
Ламэ определим из [3], а символы Кристоффеля 
из [4]. После преобразований:

  (5)

Метрика будет равна:

  (6)

Для декартовой системы координат (u1 = x, 
u2 = y, u3 = z):

  (7)

Метрика будет равна:

  

  (8)
2. Поперечные компоненты 
электромагнитного поля

При рассмотрении процессов, гармониче-
ских во времени (зависимость от времени при-
мем в виде ejwt), уравнения Максвелла без наве-
денных токов и зарядов имеют вид [1]:

  (9)

где  – соответственно напряженности элек-
трического и магнитного полей;  – соответ-
ственно электрическая и магнитная индукции; 
j – мнимая единица; w – циклическая частота.

Система (9) дополняется материальными 
уравнениями среды:

     (10)
где ε – абсолютная диэлектрическая проницае-
мость, а  – тензор магнитной проницаемости.

При произвольном намагничивании, когда 
внешнее намагничивающее постоянное поле 
имеет составляющие по всем трем координат-
ным осям, тензор магнитной проницаемости 
феррита, как следует из [5], имеет вид:

  (11)

где μ11, μ22, μ33, k, l, m –  компоненты тензора.
Из системы (9), разложив  и  по 

осям, после подстановок и преобразований 
получим поперечные компоненты электромаг-
нитного поля (ЭМП) для гиротропной области 
с криволинейной ортогональной формой попе-
речного сечения: 
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  (12)

где   

– циклическая частота; γ – постоянная распро-
странения. 

Выражение (12) описывает поперечные ком-
поненты ЭМП в ограниченной гиротропной об-
ласти с ортогональной формой поперечного се-
чения при произвольном намагничивании. 

При продольном намагничивании тензор маг-
нитной проницаемости феррита имеет вид [5]:

  (13)

где   

– гиромагнитное отношение для спина; 
 – частота ферромагнитного резонан-

са; M0 – намагниченность насыщения феррита; 
H0 – внешнее намагничивающее магнитное поле.

Из формулы (12), учитывая (13), получим 
общие формулы поперечных компонент ЭМП 
в ограниченной гиротропной области с криво-
линейной ортогональной формой поперечного 
сечения при продольном намагничивании:

  (14) 
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где 

Далее из (14) можно легко получить по-
перечные компоненты ЭМП для конкретных 
форм ограниченных областей. При этом фор-
ма поперечного сечения ограниченной области 
определяется выбором системы координат. При 
анализе ЭМВ в ограниченных областях с эллип-
тической, круглой и прямоугольной формами 
поперечного сечения, используются эллипти-
ческая, цилиндрическая и декартовая системы 
координат, соответственно.

Таким образом, для определения аналити-
ческих формул поперечных компонент электро-
магнитного поля: 

а) для гиротропной эллиптической области 
в (14) необходимо подставить (2); 

б) для гиротропной цилиндрической обла-
сти при продольном намагничивании в (14) не-
обходимо подставить (5); 

в) для гиротропной прямоугольной области 
при продольном намагничивании в (14) нужно 
подставить (7).

Вывод. Описан «Метод инвариантных пре-
образований», позволяющий получить общие 
аналитические выражения (14) поперечных ком-
понент ЭМВ в гиротропной ограниченной обла-
сти криволинейной формой при произвольном 
намагничивании. 
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Рассмотрим следующую краевую задачу 
для дифференциального оператора Штурма-Ли-
увилля:

  (1)

с неразделёнными граничными условиями вто-
рого типа:

 (2)

где λ – спектральный параметр, 

Теорема 1. Дифференциальный оператор 
(1)-(2) в случае a24 = –a10, a10 ≠ ±1 собственных 
значений не имеет.

Теорема 2. Пусть 

  (3)

Асимптотика собственных значений диф-
ференциального оператора (1)-(2) в случае 

 имеет следующий вид:

  (4)

причём

Теоремы 1 и 2 доказываются разработанны-
ми автором методами работы [1].
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