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Предлагается методическая основа построения математических моделей для транспортных подвесок. 
Рассматриваемые системы имеют рычажные механизмы и дополнительные связи, которые могут быть реа-
лизованы с помощью элементарных звеньев расширенного набора. Рассмотрена оригинальная схема транс-
портной подвески с двумя рычажными механизмами, которые могут взаимодействовать между собой через 
настраиваемый элемент. Предложен метод построения математической модели в виде эквивалентной в ди-
намическом отношении структурной схемы теории автоматического управления. Получены аналитические 
соотношения для определения характерных режимов динамического гашения колебаний и развязка парци-
альных систем. Приведены данные вычислительного моделирования. Показаны возможности изменения 
свойств системы при выборе настроечных параметров.
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Динамике виброзащитных систем в их 
разнообразных формах конструктивно-тех-
нического исполнения посвящено доста-
точно много работ [1–3]. Как правило, в со-
ставе механических колебательных систем 
используются традиционные элементы 
в виде пружин, демпферов и твердых тел. 
Вместе с тем, в последние годы активно 
используются для получения различных 
динамических свойств и другие элементы 
и устройства, позволяющие ввести в рас-
смотрение динамические эффекты в пре-
образованиях относительного движения, 
а также различные рычажные связи и ме-
ханизмы [4–6]. Введение рычажных связей 
может существенным образом изменять 
динамические свойства системы, что про-
является не только на уровне межпарциаль-
ных взаимодействий, но и в возможностях 
создания новых динамических режимов. 
Последние могут, в частности, принимать 
формы одновременного динамического га-
шения по нескольким обобщенным коорди-
натам [4–6]. Многие вопросы особенностей 
влияния рычажных связей еще не получили 
должной детализации в раскрытии меха-
низмов динамических взаимодействий, что 

предопределяет интерес к определенным 
направлениям исследований.

В предлагаемой статье ставится задача 
оценки возможностей изменения динами-
ческого состояния объекта защиты в виде 
твердого тела на упругих опорах при нали-
чии в виброзащитной системе более слож-
ной, чем в известных схемах, дополнитель-
ной инерционно-упругой системы связей, 
реализуемых с помощью соосных рычажнх 
механизмов.

I. Общие положения. Предлагае-
мая подвеска, точнее, ее модель, состоит 
(рис. 1) из объекта защиты массой M с мо-
ментом инерции I. Центр тяжести твердого 
тела расположен в т. А; в системе подвески 
задействованы два рычага с массами m1 
и m2; их моменты инерции относительно 
т. А обозначаются соответственно через I1 
и I2; центры тяжести рычагов A1, B1 и A2, 
B2 находятся в точках O1 и O2. Точки B1 
и B2 соединены специальным устройством, 
имеющим передаточную функцию W0 [7]. 
В простейшем случае передаточная функ-
ция может быть определена параметрами 
упругого элемента, например, обладающего 
жесткостью k3. В других случаях это мо-
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жет быть более сложное устройство, в том 
числе и активное, то есть обладающее не-
зависимым источником энергии и системой 
формирования управляющей силы. Расчет-

ная схема на рис. 1 может рассматриваться 
как модель подвески двигателей в локомо-
тивах, в которой закладываются возможно-
сти управления динамическим состоянием.

Рис. 1. Расчетная схема тележки с двигателями 
с опорно-осевой подвеской (z1 и z2 – кинематические воздействия)

Предполагается, что силы сопротивле-
ния малы и оказывают малое влияние на 
динамику системы. Положение центров 
тяжести определяется соответствующими 
длинами отрезков l1–l6. Координаты y1 и y2 
взяты в неподвижной системе координат. 
Предполагается также, что в точках A1 и A2 
допускаются горизонтальные скольжения, 
что обеспечивает возможность вертикаль-
ного движения центра тяжести объекта за-
щиты (точка А). Для дальнейших расчетов 
принимаются обозначения 

   (1)

В определении кинетической энергии 
системы на рис. 1 используются известные 
приемы [8]. Учитывая особенности кон-
структивного построения транспортной 
подвески, наличие сочленений трех твер-
дых тел, можно полагать, что кинетическая 
энергия системы представляет собой сумму 
кинетических энергий составных частей 
в движении относительно неподвижной си-
стемы координат, тогда
  (2)

В выражении (2) T1 соответствует ки-
нетической энергии тела массой m1, име-
ющего относительно центра тяжести (т. А) 
момент инерции I1, поэтому

   (3)

где y – координата центра тяжести твердого 
тела (т. А); φ – угол поворота относитель-
но центра тяжести. Кинетическая энергия 
подвижных блоков m1I1и m2I2 определяется 
с учетом сложного характера их движения. 
Для определения скорости точки A1 в не-
подвижной системе координат, использует-
ся схема распределения скоростей, приве-
денная на рис. 2. 

Рис. 2. Схема распределения скоростей 
в подвижном блоке

Отметим, что более точным является 
представление контакта подвижного бло-
ка с вибрирующей поверхностью с учетом 
возможности горизонтального смещения. 
Однако, на предварительной стадии рассмо-
трения, будем полагать этот фактор, также 
как и демпфирование колебаний, маловли-
яющим. Введем ряд дополнительных соот-
ношений 

   (4)

где     

Соответственно для второго блока полу-
чим
  (5)
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при этом 

Подвижные рычажные фрагменты уча-
ствуют также во вращательном движении 
относительно точки A. Параметры этого вра-
щения определяются как y1 – z1 и y2 – z2что 
позволяет найти угловые скорости

   (6)

  (7)

где  

при дальнейших расчетах принято, что 
  . Более детали-

зированный учет параметров предполагает, 

что  а  соответ-

ственно – . При этом Δφ1 и Δφ2 

могут рассматриваться как малые прираще-
ния углов поворота. В свою очередь, пола-
гая φ1 ≈ φ10 и φ1 ≈ φ20, можно записать соот-
ношения

   (8)

Таким образом, кинетическая энергия 
рассматриваемой системы с учетом (1–8) 
определяется 

  (9)
Потенциальная энергия системы определяется деформациями упругих элементов примет вид

  (10)

где c3 = a3l0 а a3 – коэффициент, учитываю-
щий геометрические особенности располо-
жения рычагов: A1B1 и A2B2 принимаются 
в первом приближении такими, что выпол-
няются следующие соотношения:

   (11)

С учетом (4)–(10) можно записать кине-
тическую энергию системы в виде

  (12)

а потенциальную энергию (10) соответственно

  (13)

После ряда промежуточных выкла-
док с использованием (12), (13) получим 

систему дифференциальных уравнений 
движения: 

  (14)

   (15)
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Коэффициенты уравнений (14), (15) 

приведены в табл. 1.
Структурная схема системы приведена 

на рис. 3а. Её характерной особенностью 
является то, что связи между парциальными 
системами носят упругий характер. В отли-

чие от традиционных представлений усло-
вия «зануления» перекрестных связей опре-
деляются не только рычажными связями, 
которые формируются разнесением точек 
крепления пружин k1 и k2, но и параметрами 
рычажных механизмов c1 и c2.

Таблица 1
Коэффициенты системы дифференциальных уравнений в координатах y, φ

a11 a12

a21 a22

Q1 Q2

П р и м е ч а н и е . Q1, Q2 – обобщенные силы по координатам y и φ.

II. Динамические свойства системы. 
Условия развязки колебаний между парци-
альными системами могут быть записаны 
в виде

  (16)
откуда могут быть определены необходи-
мые связи между параметрами системы, 
в частности, развязка парциальных систем 
может быть получена выбором жесткости 
пружины k3: 

  (17)

Поскольку k3 является передаточной 
функцией W0 (рис. 1), то при разработке спо-

собов и средств изменения динамического 
состояния вместо k3 может быть апробиро-
вана другая передаточная функция, соот-
ветствующая той или иной дополнительно 
вводимой связи, в том числе и активной.

Зная обобщенные силы, можно по пра-
вилам Крамера [7] найти соотношения, не-
обходимые для определения  и : 

  (18)

  (19)

Используя табл. 1 и структурную схему 
(рис. 3), найдем, что (при z1 = z2 = z):

 (20) 

где p = jω – комплексная переменная [8].
Аналогично можно получить переда-

точную функцию по координате φ от воз-
мущения z. Отметим, что выбор системы 

координат изменяет представление о свой-
ствах систем. Если использовать систему 
координат y 1 и y2. В этом случае выражение 
для кинетической энергии примет вид:
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  (21)

а выражение для потенциальной энергии – соответственно:

  (22) 

а

б
Рис. 3. Структурные схемы системы: 

а – в координатах y, φ; б – в координатах y1, y2
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Используя (21)–(22), запишем дифференциальные уравнения движения в системе ко-

ординат y1 и y2:

  (23)

где 

 (24)

Коэффициенты уравнений (23), (24) представлены в табл. 2.

Таблица 2
Коэффициенты системы дифференциальных уравнений в координатах y1 и y2

a11 a12

a21 a22

П р и м е ч а н и е :   – обобщенные силы по координатам  и  соответственно.
Структурная схема системы в коорди-

натах y1 и y2 приведена на рис. 3б. Анализ 
показывает, что рычажные связи суще-
ственным образом меняют связи между 
парциальными системами. Кроме того, 
передача внешних воздействий идет через 
механические цепи с формированием до-
полнительных инерционных сил, которые 

вносят свои коррективы в динамику взаи-
модействия звеньев. При этом связи между 
парциальными системами носят инерцион-
но-упругий характер.

Из анализа структурной схемы системы 
в координатах y1 и y2 (рис. 3б) следует, что 
в системе возможно «зануление» связей меж-
ду парциальными системами y1 и y2 на частоте

  (25)
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Что касается общего вида передаточной 

функции (y1 ↔ z), то при z1 = z2 получим

    (26)

где коэффициенты d1–d3, n1–n3 определяют-
ся параметрами системы и коэффициента-
ми уравнений (23), (24).

Передаточная функция  

имеет такой же вид, как и (25), однако, ко-
эффициенты числителя будут другими. Для 
оценки устойчивости системы необходимо 
исследовать характеристическое уравнение 
(знаменатель (26)), например, в соответ-
ствии с критериями Рауса-Гурвица [8]. Для 
получения частот собственных колебаний 
решается характеристическо е уравнение, 
которое в данном случае сводится к биква-
дратному частотному уравнению. В общем 
случае корни биквадратного уравнения бу-
дут действительными положительными 
числами. Отметим, что числитель и знаме-
натель передаточной функции имеют один 
порядок; что предполагаются следующие 
особенности системы:

при p → 0    (27)

где  и  – коэффициенты, определяемые 
так же как n3 и d3.

В свою очередь, 

при p → ∞    (28)

Поскольку частотное уравнение числи-
теля передаточной функции имеет 4-й поря-
док, то можно ожидать в системе координат 
y1 и y2 появления двух динамических режи-
мов по каждой координате. При определен-
ных условиях можно полагать выполнение 
соотношения (порядки частотных уравне-
ний числителя и знаменателя совпадают): 

, что приводит к специфичному виду 
движения объекта защиты при отсутствии 
угловых колебаний (φ = 0).

III. Особенности динамических 
свойств системы 

Рассмотрим особенности динамических 
свойств подвески (рис. 1) в обобщенных 
координат y, φ. Воспользуемся данными из 
табл. 1 и введем некоторые обозначения. 
Пусть   

   
   

(при этом z1 = z2 = z). После некоторых пре-
образований найдем, что

   
Числитель (26) можно привести к виду

   (29)

откуда 
    

 
В свою очередь, знаменатель (26) при-

нимает форму
   (30)
тогда 

   

Из характеристического уравнения (30) 
можно найти граничное условие устойчи-
вости по Раусу-Гурвицу [8]:
  (31)
что определяет возможность появления 
в системе циклической координаты. В об-

щем случае рассматриваемая система мо-
жет иметь два действительных положитель-
ных корня, что соответствует значениям 
двух частот собственных колебаний. На 
этих частотах амплитудно-частотная харак-
теристика имеет резонансные пики (рис. 4). 
Однако система может иметь и комплексно-
сопряженные корни, учитывая возможность 
большой вариативности.

Выбор параметров системы существен-
но влияет на вид амплитудно-частотной 
характеристики (АЧХ) системы. На рис 4а 
приведена АЧХ системы по координате y, 
график зависимости соответствует типо-
вым проявлениям свойств механических 
колебательных структур с устройствами 
преобразования движения в первом каска-
де. В качестве настроечного параметра вы-
брана величина жесткости k3 упругого эле-
мента, соединяющего рычаги A1A2 и B1B2 
(рис. 1). Дальнейшее увеличение жесткости 
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k3 меняет характер расположения частот ди-
намического гашения относительно частот 
собственных колебаний. На рис. 4а приве-
дена зависимость, отражающая условие на-
хождения режима динамического гашения 
при частоте меньшей, чем первая частота 
собственных колебаний. При больших зна-
чениях k3 АЧХ может иметь вид, при кото-
ром на высоких частотах система практи-
чески не «запирается» и имеет две частоты 
собственных колебаний (рис. 4 в,г). Общим 

для приведенных АЧХ является наличие 
двух частот динамического гашения и «за-
пирания» системы на высоких частотах. 
Однако в частных случаях при определен-
ных условиях система может иметь одну 
частоту динамического гашения или даже 
не иметь таковой.

Амплитудно-частотные характеристи-
ки системы по координате φ отличаются от 
АЧХ по координате y тем, что режим дина-
мического гашения будет только один.

а б

в г
Рис. 4. Амплитудно-частотная характеристика системы по y:

а – с двумя режимами динамического гашения; б – при динамическом гашении до первого резонанса; 
в – частоты динамического гашения находятся за пределами резонансных частот; 

г – увеличенный фрагмент АЧХ

 Для движения по координате φ можно 
записать [7]    (32)

Найдем частотное уравнение числителя (32):

   (33)

Поэтому для координаты φ в (26) 
   

что касается коэффициентов характеристи-
ческого уравнения, то 

Частота динамического гашения по ко-
ординате φ определится значением

   (34)
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а б

в

Различные виды АЧХ системы по φ при 
изменениях k3 приведены на рис. 5 (а, б, в), где 
рис. 5а соответствует случаю нахождения ре-
жима динамического гашения между двумя ре-

зонансными частотами; случай б – соответству-
ет режиму динамического гашения до первого 
резонанса. На рис. 5в показана в увеличенном 
масштабе зона динамического гашения.

Рис. 5. Амплитудно-частотные характеристики системы по φ

При рассмотрении системы в координа-
тах y1 и y2, используя табл. 2, запишем:

 

   
где

 

   

  (35)
Передаточная функция при входе z и вы-

ходе y1 имеет вид

  (36)

Частотное уравнение числителя (36) можно записать

   (37)

откуда найдем 

  

  (38)
Отметим, что характеристическое урав-

нение в (36) остается таким же, как и в (26). 
Для координаты y2 частотное уравнение 
числителя (36) имеет вид

   (39)
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  (40)
Исследуя уравнение числителя (36), 

можно получить самые разнообразные ча-
стотные характеристики с возможностями 
двух, одного или отсутствия режимов дина-
мического гашения; можно получить усло-
вия y1 – y2 = 0, то есть режим, при котором 
угол поворота объекта φ = 0.

Заключение
Таким образом, введение рычажных 

связей в схему транспортной подвески мо-
жет существенно расширить спектр дина-
мических свойств подвески и в случае по-
строения системы управления параметрами 
системы обеспечить режимы частичного 
или полного гашения на определенных ча-
стотах воздействий со стороны основания. 
Наиболее важным в предлагаемом подходе 
является то обстоятельство, что в систему 
становится возможным вводить «настрой-
ку» через передаточную функцию W0, по-
казанную на рис. 1. В простейших случаях 

это может обычный упругий элемент. Од-
нако свойства системы могут существенно 
изменяться и при введении элементов дис-
сипативного характера или при введении 
устройств для преобразования движения 
в виде некоторых механизмов.
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