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В	статье	описываются	результаты	использования	эффективного	инструментария	для	анализа	экономи-
ческих	систем,	основанного	на	использовании	многокритериальной,	многошаговой	задачи	линейного	про-
граммирования	(ММЗЛП),	позволяющего	реализовать	системно-аналитическую	концепцию	исследования,	
включающую	всю	цепочку	от	математических	моделей	в	форме	ММЗЛП	и	методов	их	анализа,	основанных	
на	операционном	подходе,	до	разработки	автоматизированных	программных	продуктов	и	систем	поддержки	
принятия	решений.	Кратко	обсуждаются	концептуальные	положения	о	выборе	количества	и	содержательно-
го	наполнения	переменных	и	ограничений,	количества	критериев	в	ММЗЛП,	описаны	некоторые	преиму-
щества	предлагаемого	подхода,	позволяющего	использовать	его	в	различных	приложениях	экономического	
анализа,	включая	бизнес-планирование	деятельности	участников	экономической	системы.	
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Функционирование	любой	сложной	си-
стемы,	 включая	 экономические	 (ЭС),	 це-
лесообразно	 описывать	 с	использованием	
системно-аналитического	подхода,	который	
предполагает	не	только	наличие	исследова-
тельской	концепции,	содержательных	и	ма-
тематических	 моделей,	 но	 и	возможность	
проведения	 их	 эффективного	 численного	
анализа,	позволяющих	решать	практически	

значимые	задачи	и	разрабатывать	автомати-
зированные	 средства	 поддержки	 принятия	
решений	при	управлении	ЭС.	

Одним	 из	 эффективных	 инструментов	
изучения	 динамических	 систем,	 отвечаю-
щих	 указанным	 системно-аналитическим	
требованиям,	 является	 многокритериаль-
ная,	 многошаговая	 задача	 линейного	 про-
граммирования	(управления)	ММЗЛП:

x(t + 1) = A(t)x(t)	+	B(t)u(t);	x(t)	=	a;

 C(t)x(t)	+ D(t)u(t)	≤	h(t);	u(t)	≥	0	(t =	0,…,T–1); 

{ }1,..., KJ J J max= → ,

где	 u(t)	=	[ul(t)]	 и	x(t)	=	[xi(t)]	–	 соответ-
ственно	 управляющий	 и	фазовый	 векто-
ры;	 матрицы	 A(t)	=	[aij(t)];	 B(t)	=	[bil(t)];	
C(t)	=	[ckj(t)]; D(t)	=	[dik(t)];	 векторы	
a(t)	=	[ai(t)]; b(t)	=	[bl(t)];	 s(t)	=	[si(t)]; 
h(t)	=	[hk(t)];	 (i,j =	1,…,n;	 l = 1,…,r; 

k = 1,…,m;	t =	0,…,T);	
1
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=∑ν [av(t),	x(t))	+	 
(bv(t),	 u(t))]	 +	 av(T),	 xv(T))	 –	 ν-тый	 целевой	

критерий	 (ν	=	1,…,K);	K	–	 количество	 кри-
териев;	r,	m,	T	–	размерность	управляющего	
вектора,	 число	 ограничений	 и	временных	
шагов	 соответственно;	 (α0,	 β0)	–	 скалярное	
произведение	векторов	α0,	β0.

Предположим,	 что	 задача	 (1)	 описыва-
ет	 развитие	 некоторой	 ЭС.	 При	 большом	
количестве	 шагов	 (горизонте	 планирова-
ния)	 Т	 в	ЭС	 справедлив	 закон	 временной	 
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стоимости	денежных	потоков,	который	для	
(1)	может	быть	смоделирован	применением	

операции	дисконтирования	коэффициентов	
целевых	критериев:	

( )
( )

( )
( )( ) ( )( ) , 0,..., ; ( ) , 0,..., 1; 1,...,

1 1t t

a t b ta t t T b t t T K
r r

ν ν
ν ν= = = = − ν =

+ +
.

При	 математическом	 моделировании	
стратегического	 развития	 ЭС	 возникает	
ряд	 принципиальных	 вопросов:	 1)	 какие	
минимально	 необходимые	 группы	 содер-
жательных	 переменных	 целесообразно	
включить	в	вектора	u(t)	и	x(t)	для	отраже-
ния	 основных	 потребностей	 аналитиков	
при	прогнозировании	стратегического	раз-
вития	ЭС;	2)	каков	минимально	необходи-
мый	 набор	 содержательных	 ограничений,	
которым	 подвергается	 функционирование	
ЭС.	 Ответ	 на	 первый	 вопрос,	 очевидно,	
определяет	размерности	n,	r	управляюще-
го,	фазового	вектора	и	матриц	в	уравнени-
ях	 динамики,	 а	на	 второй	–	 размерности	
матриц	 в	ограничениях-неравенствах	 за-
дачи	(1).	Кроме	того,	учитывая,	что	ЭС	яв-
ляется	сложной	системой,	ее	изучение	без	
учета	 интересов	 нескольких	 участников	
будет	 ограничивать	 практическую	 значи-
мость	 результатов	 исследования.	 Послед-
нее	порождает	еще	один	принципиальный	
вопрос	о	минимально	целесообразном	зна-
чении	параметра	K	(количество	критериев	
в	ММЗЛП).

Будем	 исходить	 из,	 вообще	 говоря,	 ак-
сиоматического	положения	о	том,	что	функ-
ционирование	 ЭС	 невозможно	 без	 произ-
водителя	 (Р),	 порождающего	 «основу	 ее	
существования»	путем	производства	задан-
ного	 количества	 товаров	 и	услуг.	 В	своей	
деятельности	(Р)	мотивирован	и	ограничен	

существенными	 интересами,	 как	 правило,	
еще	двух	участников	ЭС	–	потребителя	(С)	
и	управляющего	 (налогового)	 органа	 (Т),	
что	 позволяет	 выдвинуть	 гипотезу	 о	це-
лесообразном	 для	 анализа	 ЭС	 значении	
K =	1,2,3.	 Отметим,	 что	 данный	 вывод	 не	
исключает	 построения	ЭС	 с	большим	 зна-
чением	К,	с	учетом	функционирования,	на-
пример,	коммерческого	(Сom),	финансового	
(F)	и	других	институциональных	посредни-
ков.	 Вместе	 с	тем,	 указанные	 посредники	
могут	 трактоваться	 и	как	 составляющие	
(Р),	 производящие	 соответствующие	 услу-
ги:	(Com)	–	по	доставке	произведенного	(Р)	
товара	для	(С),	а	(F)	–	по	аккумулированию	
временно	свободных	финансовых	ресурсов	
(Р),	(С),	(Com)	и	(T)	с	целью	последующего	
предоставления	их,	например,	в	виде	инве-
стиционных	кредитов.

Предположим,	 что	 структурно	 не-
однородный	 экономический	 агент	 (Р)	
представлен	 производственной	 фирмой,	
деятельность	 которой	 делится	 на	 три	 со-
ставляющие	–	 инвестиционную,	 производ-
ственную	и	финансовую	[1].	В	соответствии	
с	этим	разделим	переменные	и	ограничения	
ММЗЛП	(1)	на	инвестиционные,	производ-
ственные	 и	финансовые.	 В	таблице	 отра-
жена	 информация	 о	взаимодействии	 огра-
ничений	 и	переменных	 в	математических	
моделях	 ЭС,	 многочисленные	 реализации	
которых	описаны	в	работах	[2,	3].

Матрица	«ограничения-переменные»	для	математической	модели	ЭС
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Тонированные	 клетки	 в	таблице	 ука-
зывают,	 какие	 переменные	 задейству-
ются	 в	соответствующих	 ограничениях	

математических	 моделей.	 Переменные	
имеют	следующий	содержательный	смысл.	
УИ	–	 инвестиции	 в	текущий	 момент	 вре-
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мени	 на	 приобретение	 комплекта	 основ-
ных	 производственных	 фондов	 (ОПФ),	
ФИ	–	 накопленные	 инвестиции	 в	ОПФ;	
УП	–	стоимость	в	текущий	момент	времени	
реализуемой	продукции,	ФП	–	накопленные	
амортизационные	 отчисления,	 стоимость	
реализованной	 продукции;	 УФ	 и	ФФ	–	
стоимостное	 выражение	 (соответственно,	
в	текущий	 момент	 и	накопленных)	 пото-
ков	кредитов,	депозитов,	дотаций	и	других	
финансовых	 инструментов.	 Ограничения,	
описывающие	функционирование	ЭС,	име-
ют	 следующий	 содержательный	 смысл.	
Уравнения:	динамика	фазовых	переменных	
ФИ,	 ФП,	 ФФ.	 Неравенства:	 ОИ	–	 по	 сум-
марному	объему	инвестиций,	ОП	–	по	фон-
доотдаче	ОПФ	и	по	 спросу	на	продукцию,	
ОФ	–	 по	 суммарному	 объему	 финансовых	
инструментов.

Следует	 отметить,	 что	 использование	
переменных	 таблицы	 позволяет	 строить	
критериальные	 функционалы	 качества	
в	форме	производственных	функций,	 алго-
ритмически	 соответствующих	 бухгалтер-
ским	правилам	учета	доходов	и	затрат,	что	
благосклонно	 воспринимается	финансовы-
ми	аналитиками	и	отличает	данный	подход	
от	 часто	 используемого	 исследователями	
построения	производственных	функций	на	
основе	функций	типа	Кобба-Дугласа	и	дру-
гих	идеализированных	функционалов	каче-

ства.	 Использование	 указанных	 в	таблице	
переменных	позволяет:

●	рассчитывать	 основные	 показатели	
финансово-хозяйственной	 деятельности	
фирмы:	 потоки	 прибыли,	 амортизации,	
оплаты	 труда,	 кредитов,	 штрафов,	 основ-
ные	виды	налогов	и	сборов	и	т.п.;

●	описывать	 ограничения	 функциони-
рования	 ЭС,	 связанные	 с	производствен-
ными,	 инвестиционными	 и	финансовыми	
возможностями	 ЭС:	 платежеспособность	
(P),	(C),	(T)	и	других	участников	ЭС,	огра-
ниченность	 выпуска	 спросом	 на	 продук-
цию	и	возможностями	ОПФ,	кредитно-де-
позитные,	 страховые,	 дотационные	 и	т.п.	
ограничения.	

Отметим,	 что	 алгоритмы	 расчета	 по-
казателей	 финансово-хозяйственной	 дея-
тельности	фирмы	корректно	описываются	
линейными	функциями	от	указанных	в	та-
блице	 переменных,	 что,	 на	 наш	 взгляд,	
является	 важным	 аргументом	 в	пользу	
использования	задачи	(1)	для	реализации	
системно-аналитической	 концепции	 из-
учения	ЭС.

В	 работе	 [2],	 в	частности,	 обоснована	
возможность	 математически	 корректного	
превращения	задачи	(1),	путем	применения	
к	векторам x(t)	 и	u(t)	 (доопределенным	ну-
левыми	 компонентами	 на	 бесконечном	 го-
ризонте	планирования)	z-оператора:

0 0
( ( )) ( ) ( ), ( ( )) ( ) ( )t t

t t
Z x t x t z X z Z u t u t z U z

∞ ∞
− −

= =

= = = =∑ ∑ , 

(здесь	z =	1+r)

в	статическую,	z-параметрическую	задачу	
линейного	 программирования,	 сохраня-
ющую	 основные	 качественные	 свойства	
исходной	 (оптимальные	 пропорции	 инве-
стиций,	 выпусков	 продукции,	 структуру,	
параметрические	 зависимости	 Парето-
множеств	и	т.п.).	Помимо	указанного	пре-
имущества,	 применение	 операционного	
метода	 позволяет	 значительно	 упростить	
процедуру	 доказательства	 существования	
решения	 исходной	 динамической	 задачи.	
Полученная	 статическая	 задача	 допускает	
эффективный	 численный	 анализ	 и	может	
быть	 решена	 для	 практически	 значимых	
размерностей,	определяемых	в	ЭС,	прежде	
всего,	 количеством	 видов	 производимой	
продукции.

Описанный	 выше	 подход	 к	моделиро-
ванию	 ЭС,	 в	части	 классификации	 пере-
менных	 и	ограничений,	 применения	 опе-
рационного	 метода	 и	других	 элементов	
концепции,	 позволил	 построить	 и	про-
анализировать	многочисленные	модели	ЭС	

в	форме	 ММЗЛП	 (см.	 обзор	 [4]),	 а	также	
добиться	 их	 эффективной	 численной	 реа-
лизации	с	выходом	на	поддержку	принятия	
решений,	 опирающихся	 на	 программные	
системы	[5].

Полученный	 опыт	 системного	 анали-
за	 ЭС	 позволил	 параллельно	 разработать	
подход,	 связанный	 с	непосредственным	
конструированием	 и	анализом	 многокри-
териальных	 одношаговых	 задач	 линейного	
программирования	 (МОЗЛП).	При	исполь-
зовании	 данного	 подхода	 принципиально	
сохраняется	 классификация	 переменных	
и	ограничений	 таблицы,	 но	 модифициру-
ется	 их	 структура	 (устраняется	 деление	
переменных	 на	 фазовые	 и	управляющие)	
и	содержательная	 трактовка.	 А	именно,	
инвестиционные	 переменные	 трактуют-
ся	 как	 суммарная	 стоимость	 ОПФ	 (сум-
марные	 инвестиции),	 а	производственные	
переменные	–	 как	 суммарная	 стоимость	
произведенной	 продукции	 на	 всем	 го-
ризонте	 планирования.	 Основанный	 на	 
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использовании	МОЗЛП	подход	позволил	по-
строить	 и	проанализировать	 (см.	 обзор	 [6])	
математические	модели	ЭС	в	форме	много-
параметрических	 ЗЛП	 практически	 значи-
мых	 размерностей.	 В	работе	 [7]	 предложе-
на	модель	 регионального	 развития	 в	форме	
МОЗЛП,	 наиболее	 полно	 реализующая	
классификацию	переменных	и	ограничений	
таблицы.	численная	реализация	МОЗЛП	на	
основе	 симплекс-метода	 дала	 возможность	
выйти	 на	 разработку	 полноценных	 систем	
поддержки	принятия	решений,	позволивших	
решить	различные	задачи	анализа	реальных	
ЭС	 микро-	 и	мезоуровня,	 инвестиционных	
проектов	 и	финансово-хозяйственной	 дея-
тельности	предприятий,	что	подтверждается	
актами	об	 апробации	и	использовании	про-
граммных	систем	и	другими	приложениями	
разработанного	 системно-аналитического	
подхода,	 включающего	 всю	цепочку	 от	ма-
тематических	моделей	и	методов	их	анализа	
до	 автоматизированных	 программных	 про-
дуктов	 [5]	 и	систем	 поддержки	 принятия	
решений	[8],	ориентированных	на	конечного	
пользователя	–	предпринимателя,	бизнесме-
на,	финансового	аналитика.	
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