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Предлагается интервально стохастический процесс аналитической иерархии АНР, который является 
расширением детерминированного АНР на принятие решений в условиях интервальной неопределенности. 
Поскольку глобальные приоритеты альтернатив в интервально стохастическом АНР являются интервальны-
ми, то это существенно затрудняет принятие наилучшего решения. Поэтому для выбора наилучшей интер-
вальной альтернативы вводятся два дополнительных критерия: по максимуму нижней и верхней границ ин-
тервалов глобальных приоритетов и по максимуму интервальной устойчивости альтернатив. Предлагаемый 
подход проиллюстрирован конкретным примером. Сравнение с результатами, получаемыми с помощью 
операций интервальной арифметики, показало несостоятельность последнего.
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In this article it is offered an interval stochastic analytic hierarchy process AHP, which is an extension of the 
deterministic AHP for decision-making under interval uncertainty. Since the global priorities of alternatives in the 
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Субъективные оценки носят неопреде-
ленный характер и заключены в пределах 
некоторых интервалов, при этом оцени-
ваемая величина может принимать любое 
значение из указанного интервала. Следо-
вательно моделью субъективной оценки 
может служить случайная величина оценки, 
равномерно распределенная в границах ин-
тервала. Такую неопределенность будем на-
зывать интервально стохастической, а саму 
оценку – интервально стохастической (ИС).

Суждения субъекта основываются на 
ИС-оценках, поэтому его выводы и реше-
ния как в однокритериальных, так и много-
критериальных проблемах, также будут 
носить неопределенный, причем интер-
вальный характер. Окончательные, или гло-
бальные критерии, характеризующие раз-
личные альтернативы, также будут носить 
интервальный стохастический характер, 
что затрудняет выбор наилучшей альтерна-
тивы, так как интервалы глобальных кри-
териев могут пересекаться, образовывать 
общие области, внутри которых различные 
альтернативы становятся равнозначными. 
И для того чтобы субъект смог осуществить 
выбор компромиссной альтернативы в ста-
тье вводятся дополнительные критерии. 

В существующей литературе для приня-
тия решений в условиях неопределенности 

применяют два подхода. В первом походе нео-
пределенность попросту игнорируется и при-
нимается, что все оценки критериев, альтер-
натив и их сравнений между собой, служащие 
затем для принятия решения, являются одно-
значными (точечными). Таков, в частности, 
процесс аналитической иерархии (Analytic 
Hierarchy Process – AHP) [6]. При втором под-
ходе [3, 8 – 10] с помощью разнообразных 
математических приемов неопределенность 
пытаются свести к полной определенности, 
сводя интервалы неопределенности к неким 
точечным оценкам, чтобы потом снова пере-
йти к методам первого подхода. 

В настоящей работе считается, что не-
определенность при принятии решения, 
обусловленная интервальной неопреде-
ленностью субъективных оценок, является 
атрибутом реальной действительности. По-
этому для получения адекватных результа-
тов необходимо рассматривать существу-
ющую неопределенность как объективную 
данность, а не помеху, от которой непре-
менно следует избавиться. Такая концепция 
требует иных подходов и методов к анали-
зу неопределенности и принятию решений 
при неопределенности.

В статье предлагается подход к много-
критериальной оптимизации в условиях 
интервальной стохастической неопреде-
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ленности субъективных оценок. В основу 
многокритериальной оптимизации положен 
процесс аналитической иерархии AHP, ко-
торый изначально носит детерминирован-
ный характер и использует однозначные 
точечные оценки относительной важности 
критериев и альтернатив по критериям. Для 
поддержки принятия решения в условиях 
интервальной неопределенности вводится 
дополнительный критерий – интервальная 
устойчивость – характеризующий равно-
значность различных альтернатив в общей 
области пересечения интервалов их гло-
бальных приоритетов. Рассмотрен пример 
применения предлагаемого подхода к про-
блеме принятия решения при 4-х критери-
ях и трех альтернативах. Проведено так-
же сравнение результатов, получаемых по 
предлагаемому методу и с использованием 
методов интервального анализа [1], по-
казавшее, что применение интервального 
анализа является некорректным и приводит 
к неоправданно широким интервалам не-
определенности альтернатив.

Интервально-стохастический метод АНР 
Метод АНР, как известно, используется 

для анализа решений в многокритериальных 
проблемах и основывается на построении 
матриц парных сравнений как для критери-
ев, так и альтернатив относительно каждо-
го критерия, с последующим определением 
собственных векторов, соответствующих 
максимальным собственным значениям этих 
матриц. Элементы собственных векторов со-
ответствующих матриц парных сравнений 
представляют собой относительные коэффи-
циенты важности критериев и альтернатив 
с точки зрения каждого критерия. Заверша-
ет процедуру АНР вычисление глобальных 
приоритетов (ГП) для каждой альтернативы 
и выбор наилучшей из них, соответствую-
щей максимальному значению ГП.

Поскольку субъект не наделен способ-
ностью давать точные оценки, но только 
интервальные, то его субъективные оценки 
относительно степени превосходства одно-
го фактора над другим, равно как и значе-
ний любых иных величин, носят принципи-
ально размытый, неопределенный характер. 
В принципе, интервально стохастическая 
величина может иметь различные плотно-
сти вероятностей – треугольную, усечен-
ную нормальную, усеченную логарифми-
чески нормальную и пр. Однако, коль скоро 
оценивающий субъект не может давать точ-
ные оценки, тем более он лишен способно-
сти априори определить плотности вероят-
ностей своих оценок [7]. 

В силу интервально стохастического 
характера субъективных оценок матрицы 

парных сравнений, их собственные значе-
ния и собственные векторы, в том числе ко-
эффициенты относительной важности кри-
териев и альтернатив, а также глобальные 
приоритеты (ГП) альтернатив, являются ин-
тервально стохастическими. Поэтому окон-
чательное решение будет определяться уже 
не точечными детерминированными оцен-
ками ГП альтернатив, а их ИС-оценками. 

Рассматриваемая математическая мо-
дель многокритериального принятия ре-
шений в условиях интервально стоха-
стической неопределенности имеет вид  

{X, F, X


, a(ω)} и включает: 
– множество возможных решений, или 

альтернатив, X = (x1, x2, … , xn),
– векторный критерий F = (f1, f2, … , fm),

– отношение предпочтения X


, задан-
ное на множестве возможных решений X,

– ИС-оценку величины / фактора a(ω), 
которая является интервальной величиной 
a(ω) ∈ [ ,a a ] и, кроме того, величиной 
случайной и равномерно распределенной 
внутри интервала [ ,a a ]   с плотностью 
вероятности   p(a) = 1/Δ, ,a aa  ∈   ,  
p(a) = 0, ,a aa  ∉   , где a  и  a  – наи-
меньшая и наибольшая границы интер-
вала;   a a∆ = −  – ширина интервала;  
ω ∈  Ω – элементарные события из про-
странства элементарных событий Ω. 

Принятие решения в рассматриваемом 
здесь интервально стохастическом АНР 
проводится по следующему алгоритму: 

1) задаются интервалы сравнительной 
важности критериев и альтернатив по каж-
дому критерию и строятся соответствую-
щие интервально стохастические матрицы 
(ИС-матрицы) парных сравнений, 

2) для каждой ИС-матрицы парных срав-
нений определяются математические ожи-
дания (МО), дисперсии (Д) и средние ква-
дратические отклонения (СКО) случайных 
собственных векторов ИС-матриц, являю-
щихся также векторами приоритетов крите-
риев и альтернатив по каждому критерию, 

3) по найденным значениям МО, Д и СКО 
векторов приоритетов вычисляются значения 
МО, Д и СКО для ГП каждой альтернативы, 

4) определяются границы интервалов 
изменения ГП в виде МО ± ε∙СКО, где 
ε определяет ширину интервала ГП, 

5) определяются общие области для 
различных альтернатив, которые являются 
пересечениями интервалов ГП альтернатив, 

6) вычисляется дополнительный кри-
терий, названный в статье интервальной 
устойчивостью, 
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7) в соответствии с расположением гра-

ниц интервалов ГП и значениями критерия 
интервальной устойчивости принимается 
окончательное решение. 

Далее приводятся методы определения 
величин, используемых для реализации ал-
горитма.

В интервально стохастическом АНР 
собственные векторы являются случайны-
ми и для их характеристики необходимо 
определять значения МО, Д и СКО. 

Запишем ИС-матрицу парных срав-
нений в условиях рассматриваемой мо- 
дели

	 ,	 (2)

	 ,	 (1)

где ( ) ,ij ij ija aa  ω ∈    – ИС оценка отно-
сительной значимости i-го фактора над 
j-м при их парном сравнении, осущест-
вляемом по фундаментальной шкале [6]; 

 (i, j = 1, 2,…, n) для каждой 
реализации ω ∈  Ω, при этом границы ин-

тервала изменения элемента  равны 
, ,1 1ij ij ij ija a a a   =    .
В интервально стохастическом АНР 

для каждой реализации ω ∈  Ω случайные 
элементы wi (ω) случайного собственного 
вектора W(ω) = (w1(ω), w2(ω), … , wn(ω)) 
у ИС-матрицы А(ω) вычисляются согласно 
следующему выражению: 

где E{∙} – оператор МО. 
Учитывая, что в каждой i-й строке 

ИС-матрицы А(ω) случайные величины  
, , …,  являются независи-

мыми получим согласно (2) выражения для вы-
числения МОwi = E{wi (ω)}, Дwi = E{ } ‒ 

 и СКОwi = (Дwi )1/2 элементов wi (ω), 
i = 1, 2,…, n, собственного вектора W(ω) c 

	 ,	 (3)

	 .	 (4)

МО различных степеней случайных величин aij(w) в (3), (4) в силу равномерности рас-
пределения aij(w), будут равны: 

	 ( ){ } ( ) ( )1 1 1 / 1 1 /{( ) } {( ) } 1 1 /n
ij ij

n n
ij ijE a E a nE a± ± ±− ±ω = ∆ ,	 (5)

	 ( ){ } ( ) ( )2 1 2 / 1 2 /{( ) } {( ) } 1 2 /n
ij ij

n n
ij ijE a E a nE a± ± ±− ±ω = ∆ .	 (6)

В рассматриваемом интервально сто-
хастическом методе АНР матрицы парных 
сравнений являются ИС-матрицами, а их соб-
ственные векторы (приоритеты критериев)  
wF(ω)=(wf 1(ω)i

, wf 2(ω), …, wf m(ω)) 
и собственные векторы (приорите-

ты альтернатив по каждому критерию)  
f k
Xw (ω) =  ( 1 2( ) ( ) ( ), , ,f k f k f k

x x xnw w wω ω ω ) – 
случайными, поэтому для их характеристи-
ки необходимо знать МО, Д и СКО элемен-
тов случайных векторов приоритетов.
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Значения ГП альтернатив в АНР, по ве-

личине которых производится окончатель-
ный выбор наилучшего решения в много-
критериальной проблеме, вычисляются как 
сумма произведений приоритетов данной 

альтернативы на приоритеты каждого кри-
терия. В интервально стохастическом АНР 
ГП альтернатив будут случайными Гxi(ω) 
и для альтернативы xi они определяются 
следующим выражением (i = 1, 2,…, n):

	Гxi(ω) = 
1f

xiw (ω)∙wf 1(ω) + 
2f

xiw (ω)∙wf 2(ω) + ... + 
f m
xiw (ω)∙ wf m(ω),	 (7)

где 1f
xiw (ω), 2f

xiw (ω), … , f m
xiw (ω) – при-

оритеты альтернативы xi по критериям  
f1, f2, …, fm; wf 1i

(ω); wf 2(ω), …, wf m(ω) – при-
оритеты критериев. 

Поскольку случайные величины при-
оритетов альтернатив и критериев в (7) не-
зависимы между собой, то значения 

МОГi = E{wГi (ω)}, ДГi = E{(wГi (ω) – E{wГi (ω)})2} и СКОГi = (ДГi )1/2 
будут равны [5]:

	 ,	 (8)

	 .	 (9)

Границы интервалов, внутри которых 
с доверительной вероятностью Рε будут ле-
жать случайные величины ГП составят

 ;

 . 
Иначе говоря, значения Гxi для каждой 

альтернативы xi будут заключены в интер-
валах 

МОГi – ε∙СКОГi ≤ Гxi (ω) ≤ МОГi+  
+ ε∙СКОГi. 

Число ε целесообразно выбрать равным 3.
Полученные в интервально стохастиче-

ском АНР интервалы возможных значений 
ГП служат далее основанием для определе-
ния наилучшей альтернативы. Целесообраз-
но выбирать такое интервальное решение, 
для которого его наименьшая и наибольшая 
границы ГП имеют максимальные значения 
среди границ всех остальных интервалов 
ГП. На рис. 1 таковым является интервал, 
соответствующий альтернативе x’, посколь-

ку его наименьшая и наибольшая границы 
имеют максимальные значения. В соответ-
ствии с этим наихудшей будет такая альтер-
натива (x’’, рис. 1), для которого наимень-
шая и наибольшая границы интервала ГП 
являются минимальными. 

Ввиду того, что наилучшее решение 
в интервально стохастическом методе АНР 
определяется на основании интервальных 
оценок, возникает аспект устойчивости 
интервальной альтернативы, который от-
сутствует при выборе точечной оценки 
альтернативы. Действительно, в ряде слу-
чаев интервалы ГП различных альтернатив 
могут пересекаться между собой, образуя 
общий интервал (ОИ) значений, внутри ко-
торого альтернативы, имеющие общие зна-
чения глобальных приоритетов, приводят 
к одинаковым последствиям. Поэтому в ОИ 
наилучшая альтернатива имеющая макси-
мальные значения наименьшей и наиболь-
шей границ интервала ГП будет не лучше 
другой альтернативы. Указанный аспект на-
зовем интервальной устойчивостью данной 
альтернативы, которая определяется как 

	 .	 (10)

где LГ – длина интервала ГП; LОИ – длина 
интервала ОИ; 0 ≤ Q ≤ 1.

Если длина LГ =  LОИ, то интервальная 
устойчивость Q = 0 и данная альтерна-
тива будет ничем не лучше другой. Если  

LОИ = 0, то интервальная устойчивость бу-
дет максимальной и равной Q = 1. Наилуч-
шая альтернатива будет соответствовать той 
из них, которая имеет максимальные значе-
ния наименьшей и наибольшей границ ГП.
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Пример применения интервально 

стохастического АНР 
Рассмотрим многокритериальную про-

блему выбора из трех альтернатив x1, x2, 
x3, оцениваемых с точки зрения четырех 
критериев f1, f2, f3, f4. ИС-матрицы парных 
сравнений имеют следующий вид:

– для критериев f1, f2, f3, f4 

1 [2, 3] [4, 6] [5, 7]
[1 / 3,1 / 2] 1 [3, 5] [6, 9]
[1 / 6,1 / 4] [1 / 5,1 / 3] 1 [5, 7]
[1 / 7,1 / 5] [1 / 9,1 / 6] [1 / 7,1 / 5] 1

FA

 
 

=  
   

,

– для альтернатив x1, x2, x3 относитель-
но каждого критерия f1, f2, f3, f4

1
1 [3, 5] [5, 7]

[1 / 5,1 / 3] 1 [4, 5]
[1 / 7,1 / 5] [1 / 5,1 / 4] 1

f

X
A

 
 =
 
 

, 

 
2

1 [1 / 6,1 / 3] [1 / 8,1 / 6]
[3, 6] 1 [1 / 4,1 / 2]
[6, 8] [2, 4] 1

f

X
A

 
 =
 
 

,

 3
1 [1 / 6,1 / 4] [2, 4]

[4, 6] 1 [7, 9]
[1 / 4,1 / 2] [1 / 9,1 / 7] 1

f

X
A

 
 =
 
 

, 

4
1 [1 / 8,1 / 6] [1 / 7,1 / 5]

[6, 8] 1 [2, 3]
[5, 7] [1 / 3,1 / 2] 1

f

X
A

 
 =
 
 

Приведение разнородных качественных 
и количественных критериев к единой од-
нородной шкале рассмотрено в [2, 4].

Границы интервалов ГП альтернатив, полученные по интервально стохастическому АНР 
(сплошные линии) и интервальной арифметики (пунктирные линии)

Вычисления значений МО, Д и СКО 
случайных собственных векторов ИС-
матриц парного сравнения проводились 
согласно выражениям, полученным выше. 
На рисунке приведены границы интервалов 
ГП, вычисленные по методу интервально 
стохастического АНР (сплошные линии) и, 
для сравнения, по правилам интервальной 
арифметики (пунктирные линии). Получен-
ные интервалы возможных значений ГП, 
а также значения интервальной устойчи-
вости, служат основанием для выбора наи-
лучшей альтернативы. В рассматриваемом 
примере таковым является интервал, соот-
ветствующий альтернативе x1 (рис. 1). Ин-
тервалы значений ГП двух интервальных 
альтернатив x1 и x2, одна из которых (x1) 
является претендентом на наилучшую, пе-
ресекаются по множеству ОИ, равному ин-
тервалу [0,315, 0,378]. Так как LОИ = 0,063, 
LГ x1 = 0,157 для альтернативы x1, поэтому 

интервальная устойчивость альтернативы 
x1 согласно (10) составит 

Qx1 = (LГ x1 – LОИ) / LГ x1 =  
= (0,157 – 0,063) / 0,157 = 0,6, 

то есть 60 %-ю интервальную устойчи-
вость. Интервальная устойчивость альтер-
нативы x2, интервал которой пересекается 
с интервалом альтернативы x1, составляет 
величину 

Qx2 = (LГ x2 – LОИ) / LГ x2 =  
= (0,088 – 0,063) / 0,0,088 = 0,3, 

то есть 30 %-ю интервальную устойчивость, 
которая в два раза меньше таковой (60 %) 
для альтернативы x1. 

Было проведено также сравнение интер-
валов значений ГП (рис. 1), вычисленных, 
с одной стороны, по предложенному интер-
вально стохастическому АРН, а с другой – 
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с использованием операций интервальной 
арифметики. Оно показало, что длина по-
следних в несколько раз превышает длину 
первых, что неоправданно и вызывается 
только правилами интервальной арифме-
тики, но не содержательным смыслом нео-
пределенности. Применение интервальной 
арифметики для принятия решений в мно-
гокритериальных проблемах по интер-
вально стохастическому АНР некорректно, 
поскольку конечный выбор всегда будет 
зависеть от порядка применения операций 
интервальной арифметики и вида преобра-
зованного выражения.

Заключение
Разработанный в статье интервально 

стохастический АНР расширяет детерми-
нированный АНР на условия интервально 
стохастической неопределенности. Полу-
ченные выражения позволяют определять 
значения МО, Д и СКО случайных соб-
ственных векторов ИС-матриц парного 
сравнения и ГП альтернатив, по которым 
затем определяются интервалы ГП. Наилуч-
шая интервальная альтернатива выбирается 
исходя из двух критериев: (1) по максималь-
ным значениям наименьшей и наибольшей 
границ интервалов ГП, (2) по максимуму 
интервальной устойчивости альтернативы. 
Введение этого понятия оправдывается тем, 
что для выбора наилучшей альтернативы 
недостаточно знания только расположения 
границ интервала ее ГП, необходимо так-
же знать область, при переходе к которой 
одна альтернатива изменяется на другую 
или становится не лучше конкурирующей 
альтернативы. Сравнение интервалов ГП 
альтернатив, полученных по предлагае-
мому интервально стохастическому АНР  

и с помощью интервальной арифметики, 
показывает их существенное отличие друг 
от друга. Предлагаемый подход приводит 
к значительно более узким интервалам не-
определенности для ГП альтернатив, чем 
подход, основанный на операциях интер-
вальной арифметики, которые дают резуль-
таты неадекватные реальности. 

Интервально стохастический метод 
АНР, предлагаемый в данной статье, пред-
назначен для принятия решений в условиях 
многокритериальности и интервально сто-
хастической неопределенности оценок, что 
отражает реальные условия выбора и пси-
хологию принятия решений. 
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