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В данной работе рассмотрен процесс уплотнения непрерывно неоднородных упругоползучих грунтов, 
состояние  которых  описывается  новым  выражением,  определяющим  зависимостью  между  коэффициен-
том пористости и суммой главных напряжений. На основе этой зависимости найдено основное уравнение 
уплотнения неоднородных упругоползучих грунтов. Оно в одномерной и двумерной постановке решается 
применительно для ограниченной области уплотнения. При этом применен метод возмущений успешно ис-
пользуемый в теории упругости неоднородного тела. Полученное решение задачи отражает распределение 
порового давления в уплотняемом грунтовом массиве конечной мощности.  Значения давлений в поровой 
жидкости дают возможность определить напряжения в скелете грунта и вертикальные перемещения точек 
верхней поверхности уплотняемого грунтового массива.
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This work considers compaction process of continuously heterogeneous tensile-creeping soils which condition 
is described by a new expression determinative by dependence between porosity factor and sum of main stresses. 
Basic equation for the heterogeneous tensile-creeping soils has been found on the basis of this dependence. Both in 
one-dimensional and two-dimensional positions it is solved in conformity to the bounded compaction area. At that 
we have used the perturbation method successfully used in the elasticity theory of heterogeneous body. Received 
solution of the problem expresses distribution of porous pressure in the compactible soil mass of finite cardinality. 
Values  of  pressures  in  the  porous  liquid  give  possibility  to  determine  stresses  in  the  soil  skeleton  and  vertical 
displacements of points of the upper surface of the compactible soil mass. 
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Как  известно,  деформативные  свойства 
грунтов  меняются  вместе  с координатами 
точки, и допущение об их однородности пред-
ставляет собой идеализацию реальных состо-
яний. Конечно, при условии неоднородности, 
математическая  задача  несравненно  сложна 
и, поэтому в таких случаях нередко прибега-
ют  к различным  родам  упрощения  модели, 
приемлемым  с той  или  иной  точки  зрения. 
При  этом  в одной  группе  задач  параметры, 
характеризующие свойства материала, кусоч-

но постоянны. Это означает, что исследуемое 
тело состоит из нескольких однородных тел. 
В другой группе задач они представляют со-
бой непрерывные функции координат точки. 
Причем грунт, модуль деформации которого 
непрерывно  увеличивается  с глубиной,  на-
зывается непрерывно неоднородным. В связи 
с этим  в данной  работе  рассмотрим  процесс 
уплотнения непрерывно неоднородных упру-
гоползучих грунтов, состояние которых опи-
сывается выражением [1]
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∂τ

 – ядро ползу-

чести, соответствующее однородной среде; 
( ) 0( , ) ,M t M tε = ε − ε ;  ε0 –  начальный  ко-

эффициент  пористости;  x –  коэффициент 
бокового  давления;  ε(t) –  коэффициент  по-
ристости  для  исследуемого  момента  вре-

мени  t;  0
1( , )

( , )
a M t

E M t
=  – коэффициент 

мгновенного  уплотнения;  ( , )M tθ  –  сумма 

главных напряжений; n – размерность рас-
сматриваемой задачи. 

Выражение  (1)  дает  возможность  оце-
нить влияние неоднородности на общее со-
стояние уплотнения упругоползучего грун-
та и является определяющей зависимостью 
между  коэффициентом  пористости  и сум-

мой главных напряжений, т.е. оно является 
основным  уравнением,  описывающим  со-
стояния непрерывно-неоднородных упруго-
ползучих грунтов.

Процесс уплотнения трехфазной земля-
ной среды без учета вязких свойств скелета 
и переменности коэффициента фильтрации 
согласно [7] описывается следующим обра-
зом

,  (2)

где  2∇  –  оператор Лапласа;  cpε  –  средний 
коэффициент  пористости;  cpβ   и к –  коэф-
фициент  объемного  сжатия  и фильтрации; 
р – давление в поровой жидкости,  Bγ  – объ-
емный вес воды.

Вместо e(t) в (2) подставив (1), соотно-
шение (2) приводим к следующему виду:
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Для решения уравнения (3), помимо граничных условий имеем два начальных условия [1]:
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чальное  распределение  порового  давления 
для двухфазной среды исследуемой задачи.

Таким  образом,  процесс  уплотнения 
упругоползучих неоднородных грунтов ма-
тематически будет описан дифференциаль-
ным  уравнением  вида  (3)  при  начальных 
условиях  (5),  (6),  т.е.  вся  задача  сводится 

к определению решений уравнений (3) при 
соответствующих краевых условиях. 

Для  решения  (3)  при  (4) –  (6)  обычно 
применяется  метод  возмущений,  успешно 
используемый  в теории  упругости  неодно-
родных тел [3]. Согласно этому методу вво-
дится некоторый малый параметр γ:

  0( ) ( )M Mη = γη .   (7)
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Здесь  η0(М) –  неоднородная  функция, 

зависящая от координат.
Затем  решение  уравнения  (3)  ищется 

в виде:
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Выражения (7) и (8) подставим в (3), за-
тем приравниваем коэффициенты при оди-
наковых степенях γ. При этом получим
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Начальными условиями для этих дифференциальных уравнений будут:
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 Функция  1 1( , )n M−Φ τ , входящая в (13) имеет вид:
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Итак,  для  решения  задач  механики 
уплотнения  упругоползучих  неоднород-
ных грунтов требуется найти непрерывные 
функции  ( , )iP M t ,  удовлетворяющие в об-

ласти  { }1;  M G tΩ = ∈ ≥ τ  системе линей-
ных дифференциальных уравнений (9), (10) 
с начальными (12), (13) при (11), (14) и гра-
ничными условиями общего вида

0 0 00
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Здесь G – конечная область, ограниченная замкнутой кусочно-гладкой поверхностью Г; 
s – внешняя нормаль к Г.

  ( ) ( ) 0 00;     0;     0;i ibα ≥ ≥ α + β >   0 1( ) 0,    ( , ) 0,   ,   a C t M G tτ > τ > ∈ ≥ τ .

В  целом исследуемая  задача  относится 
к неоднородным задачам теории консолида-
ции упругоползучих грунтов. Решение этой 
задачи, безусловно, предоставляет большие 
трудности.  Однако  знание  собственных 
функций  соответствующей однородной  за-
даче позволяет решать и неоднородные. 

 Рассмотрим одномерную задачу теории 
консолидации многофазных неоднородных 
грунтов,  обладающих  свойством  ползуче-
сти. Для этой задачи требуется определить 
давление  в поровой  жидкости  ( , )p z t ,  на-
пряжение в скелете грунта  ( , )z tσ  и осадок 
уплотняемого слоя конечной мощности h.
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Для  данного  случая  вместо  функции 

(0) ( )Mα   и  (0) ( )tϕ ,  входящие  в выражение 
при z =h имеем  (0) ( )Mα =0,  (0) ( )tϕ =0, а при 
z = 0 имеем  (0) ( )Mβ =0 и  (0) ( )tϕ =0. Следо-
вательно,  0 ( , )P M t = 0 ( , )P z t =0, а собствен-
ная функция представляется в виде:
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где  функция  (0) ( )jP t ,  для  данного  случая 
имеет вид:
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Определив и другие функции  ( , )jP z t  распределение порового давления в неоднород-
ном упруго-ползучем грунте можно представить в виде:

  ( )

0 0

(2 1)( , ) ( ) cos .
2

n n
j

n j

jP z t P t z
h

∞ ∞

= =

+ π= γ∑∑    (18)

 

, 1

0

, 1

1

2
( )( ) 3

1
1( )

2
( )( ) 32 1

1

( ) ( 1)
1( )

( ) ( 1)

k j

k j

r tn k
j

in
tj

r tn kj j
j

i

f e

P t
r r f e d

− −τ−

=

− −τ−

=τ

 τ − + 
 =  −  + τ − τ
  

∑

∑∫

При этом напряжение в скелете грунта вычисляется по формуле
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jz t q z t P t z
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Для  определения  перемещения  границ 
уплотняемого  слоя  воспользуемся  извест-
ной формулой определения осадка:

0

00

( , )( )
1

h z tS t dzε − ε=
+ ε∫ .

Теперь рассмотрим решение краевой за-
дачи  (3)-(6)  применительно  к уплотнению 

слоя  трехфазного  упругоползучего  грунта 
с водоупором  на  глубине  h,  ограниченном 
с боков  водонепроницаемыми  стенками, 
и находящимся  под  действием  равномерно 
распределенной  нагрузки  q,  приложенной 
на участке ( ,a a− ) поверхности массива. 

Расчетная  формула,  которая  дает  воз-
можность  вычислить  давление  в поровой 
жидкости, т.е.

( )

n o 0 0 0

(2 1)( , , ) ( ) cos cos
2

n m
ik

m j k

j kP x y t V t x y
h

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

π + π= γ∑∑∑∑


.   (19)

Величины  (0) ( )ikV t ,  ( ) ( )m
ikV t  в выражении (19) находятся из:

2 1 1 1

2 1 1 1

1

( ) ( )( )
1

( )
( ) ( )( )

1 2

( )
1( )

( )

jk jk

jk jk

r t r tm
jk

m t
ik r t r tm

jk jk jk

L e e

V t
r r e e d

− −τ − −τ

− −τ − −τ

τ

  τ − +   =  −  + Φ τ − τ    
∫

,   (20)
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(2) 1 (2)
1 1 1

(2)
0 1 1 1

( )
* *1

1 1
0 0

( , , ) ( )

( , ) ( , , ) ( )
4( ) ( , , ) 2 ( , , )

(2 1)cos cos
2

m Bt

h m
m H
jk

A P x y R

x y P x y R
L dxdyx y P x yh

j kx y
h

−
− =τ

−

  τ + γ τ ×
  
  η × τ − τ × ×  ατ = −    × θ τ + τ   
 π + π ×
 

∫ ∫








,

(2) (2)
0 1 1 1

( )
1

0 0

( , ) ( , , ) ( , , )
4( ) (2 1)cos cos

2

h m m
m H
jk

x y A P x y B P x y

j kh x y
h

− −
  η τ + τ × α  Φ τ = −  π + π× 
 

∫ ∫


 





dxdy    (21)

( )1 2 3, , ( , ), ( , ),..., ( , )jP M t P M t P M t P M t   –  последующие  решения  задачи.  Например, 
( )0 , ,P x y t  имеет вид:

  1
2

( )(0)
0

1 0 00

(2 1)( , , ) cos cos ,
2

ijkr t
ijk

i j k

r j kP x y t V e x y
h

∞ ∞
− −τ

= = =

π +=
′ω ∑∑∑



   (22)

где
(0) (2) (2) (2) (0) (0)

1 0 3 , , 0( 1) ( ) (1 ) ; 2 lim .i
ijk jk V jk i j k i k ijkj

V G R C r V V− →∞
′ = − τ ⋅ − ω + α − =     (23)

Величина  jkG , входящая в выражение (10) вычисляется по формуле

(2) (2)
2 1

2( 1) (2 1) sin

( )

k

jk
jk jk jk

j ak
G

h r r j

π− + π
=

α − π
 .

ijkr  – корни квадратного алгебраического уравнения;  ( )2
,VC   /

0ω  Причем коэффициенты А(2), 
В(2), R(2), входящие в соотношения (19)-(21) вычисляются по

(2) (2) (2) (2)
0 1 1 0

11 (2) (2)
2 0

2 ;     2 ( );

(1 );     2 (1 ) (1 )V D cp cp

A a a B a a a

C K a a a
−−

= = γ +

′ = γ + ε = + β + ε ⋅ + ξ     (22)

Выражение (22) включает в себя основ-
ные характеристики уплотняемого массива, 
и оно полностью отражает физико-механи-
ческие свойства грунта.

Пользуясь  соотношениями  (19)-(22) 
определены  давления  в поровой  жидкости. 
Поровое  давление  дает  возможность  нахо-
дить  сумму  главных  напряжений  в скелете 
грунта,  а также вертикальные перемещения 
верхней поверхности уплотняемого массива.

Анализ вычислений показывает, что дав-
ление в поровой жидкости для плоской за-
дачи меньше, чем для одномерного случая. 
В то же время характер изменения кривых, 
как для порового давления, так и для осадка 
и напряжений в скелете грунта остаются та-
кими же, как для одномерного уплотнения. 
Задачи теории уплотнения упругоползучих 
неоднородных  грунтов  в различных поста-
новках также исследованы авторами данной 
работы [2-6]. 
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