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С помощью метода имитационного моделирования решена проблема оптимизации распределения вре-
мени изучения различных элементов учебного материала (ЭУМ) в зависимости от их сложности. Для этого 
создана компьютерная модель ученика, изучающего последовательность из 100 ЭУМ различной сложности, 
определяющая количество знаний в конце обучения. Проводится серия испытаний, в которых варьируются 
длительности изучения каждого ЭУМ и решается соответствующая оптимизационная задача. При этом сум-
марное время обучения не изменяется. В статье приводится программа в среде Free Pascal и получающиеся 
графики при различных коэффициентах усвоения ученика.
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By means of a method of imitating modeling is solved the problem of optimization of distribution of time of 
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1. Имитационное моделирование 
процесса обучения

Оптимизация учебного процесса требу-
ет разработки теоретических основ дидак-
тики, построения математической теории 
обучения. В настоящее время получил рас-
пространение информационно-киберне-
тический подход к анализу дидактических 
систем, основанный на рассмотрении си-
стемы «учитель–ученик» с точки зрения 
теории управления. Возник и развивается 
новый раздел педагогики – кибернетиче-
ская педагогика, в основе которой лежит 
утверждение о том, что процессы обучения 
и воспитания во многом сводятся к управ-
лению развитием различных качеств лич-
ности учащихся с помощью целенаправ-
ленных и согласованных воздействий со 
стороны учителя и родителей. Одним из 
важнейших направлений кибернетической 
педагогики является оптимизация процес-
са обучения, нахождение таких форм и ме-
тодов организации учебного процесса, при 
которых функционирование системы обра-
зования было бы наиболее эффективным, то 
есть при наименьших затратах приносило 
бы максимальную пользу. 

Среди современных методов исследо-
вания педагогических систем особое поло-
жение занимают методы математического 
и имитационного (компьютерного) моде-
лирования. Их сущность состоит в том, что 
реальная педагогическая система заменя-
ется абстрактной моделью, – некоторым 
идеализированным объектом, который по-
вторяет наиболее существенные свойства 
изучаемой системы. При этом исследуется 
поведение модели с помощью математиче-
ских методов [1, 2] и путем компьютерной 
имитации [4–7]. Последнее означает соз-
дание компьютерной программы, которая 
ведет себя подобно системе “учитель–уча-
щиеся”, и проведение серии испытаний 
при различных параметрах, начальных ус-
ловиях и внешних воздействиях. Изменяя 
начальные данные и параметры модели, 
можно исследовать пути развития системы, 
определить ее состояние в конце обучения. 
Также может быть решена оптимизацион-
ная задача [3, с. 86–90], заключающаяся 
в нахождении распределения учебного ма-
териала, уровня требований учителя, дли-
тельности занятий, при которых уровень 
знаний учащихся в конце обучения достиг-
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нет заданного значения, а сам процесс об-
учения будет удовлетворять наложенным 
ограничениям на затраты времени и усилий 
учеников и учителя.

Дидактическая система «учитель–уче-
ник» является самонастраиваемой: учитель 
выбирает такие методы обучения, при ко-
торых ученик достигает наиболее высоких 
результатов. При этом он стремится мини-
мизировать суммарные усилия P и затраты 
времени t на обучение, максимизируя це-
левую функцию – уровень знаний ученика 
Z. Ученик в свою очередь стремится так 
организовать свою деятельность, чтобы ми-
нимизировать разность между уровнем тре-
бований учителя U и уровнем приобретен-
ных знаний Z (или выполненной работой). 
Определяя оптимальный путь обучения, по-
лучаем методику, по которой работает иде-
альный учитель.
2. Оптимизация времени изучения ЭУМ 

различной сложности
Допустим, учебный курс состоит из 
100N =  элементов учебного материала 

(ЭУМ) 1e , 2e , ..., Ne , характеризующихся 
сложностью iS  из интервала [0; 1]. Если 

0iS = , то сложность i-го ЭУМ минимальна, 
он очевиден для ученика. При 1iS =  слож-
ность ЭУМ такова, что для его изучения 
требуется очень много времени. Рассмо-
трим два варианта: 1) сложность iS  – слу-
чайная равномерно распределенная вели-
чина в из интервала [0; 1]; 2) сложность iS  
равномерно растет от 0 до 1 с шагом 1/ N  
по закону /iS i N= . Общее время изучения 
T, равное сумме всех ti ( 1,...,i N= ) остает-
ся постоянным, коэффициент усвоения уча-
щегося a задан. Необходимо: 1) определить 
оптимальные значения it  длительностей из-
учения каждого ЭУМ, при которых уровень 
знаний ученика в конце обучения будет 
максимальным; 2) получить соответствую-
щую зависимость уровня знаний ученика 
от сложности ЭУМ; 3) изучить зависимость 
распределения времени ti изучения ЭУМ от 
их сложности iS  при различных коэффици-
ентах усвоения α  и продолжительностях 
обучения T. 

Будем исходить из того, что знания уче-
ника iZ : 1) увеличиваются со скоростью, 
пропорциональной произведению разности 
( )iU Z−  на (1 )iS− ; 2) вследствие забыва-
ния уменьшаются со скоростью iZγ ⋅ . По-
лучаем дифференциальное уравнение [3, 4]:

(1 )( )i
i i i

dZ S U Z Z
dt

= α − − − γ ⋅ .

Уровень требований учителя U для каж-
дого ЭУМ равен 1. Будем считать, что зна-
ния iZ  i-го ЭУМ в результате обучения уве-
личиваются от 0 (ЭУМ совсем не изучен) 
до некоторого значения, не превышающего 
1. Максимально возможное значение iZ  
равно 1, что соответствует полному изуче-
нию i-го ЭУМ. Рассматриваемое дифферен-
циальное уравнение можно записать в ко-
нечных разностях: 

1 (1 )( )t t
i i i i iZ Z S U Z t Z t+ = + α − − ∆ − γ ⋅ ∆ .
Программа должна моделировать из-

учение первого ЭУМ в течение времени 1t , 
 затем изучение второго ЭУМ в течение вре-
мени 2t  и т.д., изучение N-го ЭУМ в течение 
времени Nt  ( 1 2 ... NT t t t const= + + + = ). 
Определив уровень усвоения каждо-
го ЭУМ, можно рассчитать суммар-
ное количество знаний в момент t: 

1 2 3 ...t t t t
Z NS Z Z Z Z= + + + +  и в конце об-

учения. Чтобы решить оптимизационную 
задачу, необходимо случайным образом 
варьировать время ti изучения i-го   ЭУМ 
и принимать такие значения ti, при которых 
уровень знаний ученика в конце обучения 
становится выше. 

Число параметров оптимизации равно 
N. Компьютерная программа ПР–1, решаю-
щая данную оптимизационную задачу, со-
держит:

1. Блок задания параметров модели, 
в котором задаются: 1) коэффициенты ус-
воения a и забывания γ  ученика; 2) количе-
ство N изучаемых ЭУМ; 3) общее время об-
учения T ; 4) сложность каждого ЭУМ iS , 
которая равномерно растет от 0 до 1 с шагом 
1/ N  по закону /iS i N=  либо принимает 
случайные значения из интервала [0; 1];  
5) начальные значения оптимизируемых пе-
ременных it  (время изучения i-го  вопроса). 
В программе ПР–1  50N = , 60T =  УЕВ 
(усл. ед. времени), / 1, 2it T N= =  УЕВ,.

2. Процедуру Obuchenie, в которой осу-
ществляется моделирование обучения. Она, 
исходя из известных it , определяет уровень 
знаний ученика iZ  по каждому i-му вопро-
су, а также суммарное количество знаний 
ученика Z по всем N вопросам в конце об-
учения.

3. Процедуру Grafik, которая очищает 
экран и строит графики: 1) зависимости 

( )i i it t S=  времени изучения различных 
ЭУМ от их сложности; 2) зависимости 

( )i i iZ Z S=  количества знаний учеников 
для различных ЭУМ в конце обучения от их 
сложности iS .



INTERNATIONAL JOURNAL OF APPLIED  
AND FUNDAMENTAL RESEARCH    №9,   2014

18  TECHNICAL SCIENCES 

Программа ПР–1

4. Цикл Repeat … until, в котором осу-
ществляется оптимизация. В нем случайным 
образом выбираются 5 ЭУМ, изменяются их 
время изучения ti на небольшие случайные 
величины, пересчитываются все остальные 
ti так, чтобы их сумма оставалась равной T. 
Для этого в цикле вычисляются новые значе-
ния ' / 'i it t T T= , где 'T  – сумма всех ti после 

их изменений. Снова моделируется изучение 
N вопросов (процедура Obuchen;) и вычис-
ляется суммарный уровень знаний 'Z . Если 
он оказывается выше предыдущего, то изме-
нения принимаются, а иначе – отвергаются 
и все повторяется еще раз. Так продолжается 
до тех пор, пока суммарное количество зна-
ний Z не достигнет максимума. 

Рис. 1. Оптимальные распределения времени ti изучения ЭУМ и уровня усвоенных знаний Zi 
в зависимости от сложности Si при различных α ( 0γ = )

3. Результаты моделирования
В результате работы программы 

ПР-1 строится график зависимости вре-
мени it  изучения различных ЭУМ от их 
сложности iS , при которой суммарный 
уровень знаний ученика Z  в конце обуче-
ния максимален. В случае, когда 100N = , 

100T =  УЕВ и  0γ = , получаются кривые, 
изображенные на рис. 1.1 и 1.2. Для каж-
дого α существует критический уровень 
сложности ЭУМ Sк; те вопросы, у которых 

, изучать не следует ( 0it = ). При 

низком коэффициенте усвоения 0,3α =
нужно изучать лишь те вопросы, сложность 
которых невелика, затрачивая на них боль-
ше времени (рис. 1.1, кривая 1). Вопросы со 
сложностью 0,55iS >  изучать не следует. 
При увеличении α ученик быстрее усваи-
вает информацию, поэтому время изучения 
простых вопросов с  0,35iS <  уменьшает-
ся (кривые 2 и 3, соответствующие 0,7α =   
и 1,1 ), а за счет этого увеличивается круг 
вопросов, которые должны быть изучены 
(Sк растет).
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При высоком коэффициенте усвоения 

α учащийся должен изучать почти все во-
просы за исключением самых сложных  
( 0,9 1iS< < ), которые он все равно усвоит 
плохо (кривая 4, 2,5α = ). Это объясняется 
тем, что при iS , стремящимся к 1, скорость 
увеличения знаний /idZ dt  уменьшает-
ся до 0, и время, требуемое для изучения 
данного ЭУМ, стремится к бесконечности. 
Для не очень сложных вопросов с  0,7iS <

, которые изучаются достаточно полно 
(так что после обучения iZ  близко к 1), 
оптимальное время изучения ЭУМ пря-
мо пропорционально сложности ЭУМ. На  
рис. 1.2 и 1.3 представлены графики ( )i it S  
и  ( )i iZ S  при 0,5α = , 2,5 , 4,5 . Видно, 
что по мере увеличения Si уровень усвоения 
i-го ЭУМ уменьшается, то есть после обу-
чения ученик простые вопросы знает лучше 
сложных.

Рис. 2. Зависимость суммарного уровня знаний Z в результате оптимального обучения  
от коэффициента усвоения a при T const=  и  0γ =

При фиксированном времени обучения 
T повышение коэффициента усвоения α 
ученика приводит к росту суммарного коли-
чества знаний Z в конце обучения. Получа-
ющийся график зависимости ( )Z Z= α  при 
T const= , 0γ =  и оптимальной организа-

ции обучения (распределении ti) изображен 
на рис. 2. Он представляет собой возрас-
тающую кривую, которая с ростом α от 0,1  
до 3,5 увеличивается от 7 до 70. Мак-
симально возможное значение Z равно  

100N = .

Рис. 3. Результаты оптимизации времени ti изучения ЭУМ при различных T и  γ



INTERNATIONAL JOURNAL OF APPLIED  
AND FUNDAMENTAL RESEARCH    №9,   2014

20  TECHNICAL SCIENCES 
На рис 3.1 представлены результаты оп-

тимизации времени изучения ti различных 
ЭУМ в зависимости от их сложности iS  
в случаях, когда время изучения T равно 50, 
100 и 150 УЕВ. На рис 3, 2 изображены со-
ответствующие графики зависимости зна-
ний iZ  ЭУМ от их сложности iS . Видно, 
что если длительность обучения T стано-
вится меньше, то Sк снижается, то есть сле-
дует изучать простые ЭУМ с небольшой iS ,  
затрачивая на каждый из них меньше вре-
мени. При большой длительности обучения 
T (например, 150 УЕВ) критическая слож-
ность Sк растет, график ( )i it S  сначала воз-
растает, а потом резко падает до 0. 

На рис. 3.3 представлены графики 
( )i iZ S  при различных коэффициентах за-

бывания γ. Видно, что при больших γ уче-
ник успевает забыть часть информации, 
полученной в начале обучения, и  iZ  при 

10i <  становится меньше. Предлагаемая 
компьютерная модель позволяет решить за-
дачу и при других параметрах модели α, γ, 
N, T.

Выводы 
Обсуждаемая модель процесса обуче-

ния позволила исследовать зависимость оп-
тимального распределения времени изуче-
ния отдельных вопросов (ЭУМ) от α, γ, N, 
T. Было установлено следующее: 1) харак-
тер распределения ( )i it S  сильно зависит от 
соотношения коэффициента усвоения уче-
ника α, длительности обучения T и количе-
ства изучаемых вопросов N; 2) при малых 
коэффициентах усвоения α имеет смысл 
изучать только простые ЭУМ, добиваясь 
высоких знаний для ЭУМ с  0,3 0,4S < − ; 
3) при высоком коэффициенте усвоения α 

следует изучать ЭУМ, имеющие сложность 
0,8S < , причем на более сложные ЭУМ не-

обходимо затрачивать больше времени, чем 
на менее сложные; 4) при уменьшении дли-
тельности обучения T нужно ограничить-
ся изучением ЭУМ с низкой сложностью;  
5) при отсутствии забывания распределение 
уровня знаний ученика от сложности ЭУМ 
характеризуется убывающей функцией 

( )i iZ S ; 6) если имеет место забывание, то 
уровень владения учащимся ЭУМ с низкой 
сложностью (которые изучались вначале) 
снижается. Полученные результаты соот-
ветствуют основным положениям теории 
обучения.
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