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ФОРМИРОВАНИЕ И СИМВОЛЬНОЕ ОПИСАНИЕ 
ДЕТЕРМИНИСТИЧЕСКИХ ГИБРИДНЫХ И КЕНТАВРОПОДОБНЫХ 

ФРАКТАЛЬНЫХ СТРУКТУР В 2D ПРОСТРАНСТВЕ
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Обсуждаются общие принципы формирования и проблема символьного описания детерминистических 
гибридных и кентавроподобных фрактальных структур в 2D пространстве. Получены 5 структур гибридных 
фракталов MGF1

1 из итерационной последовательности точек ICр и канторова множество точек CMр. Полу-
чены 36 структур гибридных фракталов MGF2

2 из итерационной последовательности линий ICl, канторова 
множества линий CMl, канторова множества точек CMр2, фрактала Вичека FV и ковра Серпинского CS. 
Проанализированы возможные кентавроподобные гибридные фрактальные одномерные и двумерные струк-
туры. Все полученные детерминистические гибридные фрактальные структуры 2D пространства рассматри-
вали как возможные аппроксиманты структурных особенностей поверхности композиционных покрытий 
и сайз-распределения наноразмерных объектов на ней.
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Фрактальная структура может быть 
определена как структура, обладающая на 
всех своих уровнях структурной иерархии 
свойством самоподобия, либо как струк-
тура, в  которой расположение одинаковых 
элементов подчиняется определенной фрак-
тальной закономерности  [1, 2]. Гибрид-
ность фрактальных структур определяется 
наличием в  них двух или более простых 
фракталов с  разными генераторами. Ги-
бридную фрактальную структуру, состав-
ленную из упорядоченных в  пространстве 
локальных фракталов, будем считать де-
терминистической гибридной фрактальной 
структурой. Формирование детерминисти-
ческих гибридных фрактальных структур 
проводится путем вложения по определен-
ному алгоритму простых фракталов с  раз-
ными генераторами в  пространственные 
ячейки структурированного пространства 
методами комбинаторного или итерацион-
ного модулярного дизайна  [3–18]. Алго-
ритмы определяются общими принципами 
формирования детерминистических ги-
бридных фрактальных структур в  каждом 
из 1D подпространств 3D пространства [17, 

18]: использованием предварительно струк-
турированного пространства, отбором 
мономодулярных одногенераторных фрак-
тальных структур с  близкими локальными 
размерностями по критериям совместимо-
сти на границе и  внутри пространствен-
ных ячеек, выбором гибридных фракталов 
с минимальными периодами идентичности 
и максимальной симметрией. 

Детерминистические гибридные 
фрактальные структуры

Введем следующее символьное обозна-
чение для детерминистической гибридной 
фрактальной структуры в 2D пространстве: 

MGF2
2 {(ai GenFi; bj GenFj) ((G

2
0,i)-(G

2
0,j)) 

(CP)}[(G2
2), (a, b), (Dim)].

Здесь: MGF2
2– наименование двумерной 

дважды периодической мультифрактальной 
гибридной структуры, GenFi, GenFj, и (G

2
0,i), 

(G2
0,j) – генераторы простых фракталов и их 

локальная симметрия, CP  – код упаковки 
простых фракталов или последователь-
ность их чередования в двух кристаллогра-
фически независимых направлениях, G2

2  – 
группа симметрии гибридной структуры 
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(MGF2

2), Sai = a, Sbj = b – количества ячеек 
2D пространства, определяющих перио-
ды идентичности структуры, Dim  – фрак-
тальная размерность детерминистической 
структуры.

Для 2D пространства структурирован-
ность достигается разбиением его на оди-
наковые ячейки  [0,1; 0,1]  – области суще-
ствования одномодулярной фрактальной 
структуры [9-13]. Тогда будем учитывать, 
что каждая простая фрактальная структура 
формируется в результате бесконечной ите-
рации генератора внутри этой ячейки инъ-
ективным способом, не выходит за ее грани-
цы, но имеет общие элементы. Гибридность 
фрактальных структур в  2D пространстве 
определяется наличием в них двух и более 
простых фракталов с  разными генератора-
ми, занимающими цепочку из двух или бо-
лее граничащих друг с другом ячеек. 

Примеры классических точечных фрак-
тальных структур в 1D пространстве: 

– итерационная последовательность 
точек ICр(1/2) (Dim ICр = 0,50, симметрия 
группы G1

0 = 1), 
– канторово множество точек CMр(1/3) 

(Dim CMр = 0,631, симметрия группы G1
0 =`1), 

Примеры классических точечных и ли-
нейчатых фрактальных структур в 2D про-
странстве: 

– итерационная последовательность 
линий ICl(1/2) (Dim ICl = 1,50, симметрия 
группы G2

0 = 1), 
– канторово множество линий CMl (1/3) 

(Dim CMl = 1,631, симметрия группы G2
0 =`1), 

– канторово множество точек CMр2(1/3) 
(Dim CMр2 = 1,262, симметрия группы 
G2

0 = 4mm), 
– треугольная кривая Коха СК(4/3) (Dim 

CК = 1,26, симметрия группы G1
0 = 1), 

– фрактал Вичека FV (Dim FV = 1,465, 
симметрия группы G2

0 = 4mm),
– ковер Серпинского CS (Dim 

CS = 1,893, симметрия группы G2
0 = 4mm). 

В качестве дополнений к ним могут ис-
пользоваться отрезок линии L (Dim L = 1, 
симметрия группы G1

0 =`1) и  квадрат Sq 
(Dim Sq = 2, симметрия группы G2

0 = 4mm). 
Перечислим формально возможные ва-

рианты гибридных фракталов MGF1
1 из 

перечисленных выше структур с одним ге-
нератором в  виде последовательности их 
чередования (кода упаковки CP) внутри пе-
риода идентичности a [7]: 

1) ICр(+) – CMр – ICр(-), a = 3, Dim = 0,543;
2) ICр(+)  – CMр  – L  – CMр  – ICр(-), 

a = 5, Dim = 0,652;
3) ICр(+) – L – CMр – L – ICр(-), a = 5, 

Dim = 0,726;
4) ICр(+) – L – ICр(-), a = 3, Dim = 0,667;
5) CMр – L – CMр, a = 2, Dim = 0,816;

В данном случае с  помощью симво-
лов  + и  – учтена асимметрия фрактала 
ICр(1/2) 1D пространства относительно 
геометрического центра интервала его су-
ществования. Размерности гибридных 
фрактальных структур MGF1

1 определяли 
через размерности генераторов простых 
мономодулярных фракталов Fi следующим 
образом:
Dim(MGF1

1 {ai GenFi}) = a
-1 Sai DimGenFi .

Перечислим формально возможные ва-
рианты гибридных фракталов MGF2

2 из 
перечисленных выше структур с одним ге-
нератором в  виде последовательности их 
чередования (кода упаковки CP) внутри пе-
риода идентичности a (b = 1): 

1) CMl – Sq – CMl, a = 3, Dim = 1,789;
2) Sq – CMl – Sq, a = 3, Dim = 1,894;
3) CMl – КS – CMl, a = 3, Dim = 1,753;
4) КS – CMl – КS, a = 3, Dim = 1,823;
5) КS – Sq – КS, a = 3, Dim = 1,925;
6) Sq – КS – Sq, a = 3, Dim = 1,964;
7) CMp2 – FV – CMp2, a = 3, Dim = 1,330;
8) FV – CMp2 – FV, a = 3, Dim = 1,397;
9) CMp2 – CMl – CMp2, a = 3, Dim = 1,402;
10) CMl – CMp2 – CMl, a = 3, Dim = 1,543;
11) CMl – FV – CMl, a = 3, Dim = 1,610;
12) FV – CMl – FV, a = 3, Dim = 1,538;
13) ICl(+) – CMl – ICl(-), a = 3, Dim = 1,561;
14) ICl(+) – КS – ICl(-), a = 3, Dim = 1,631;
15) ICl(+) – Sq – ICl(-), a = 3, Dim = 1,667;
16) CMl  – ICl(+)  – ICl(-)  – CMl, a = 4, 

Dim = 1,591;
17) КS  – ICl(+)  – ICl(-)  – КS, a = 4, 

Dim = 1,696;
18) Sq  – ICl(+)  – ICl(-)  – Sq, a = 4, 

Dim = 1,750;
19) CMl  – KS  – Sq  – KS  – CMl, a = 5, 

Dim = 1,830;
20) CMl  – Sq  – KS –Sq  – CMl, a = 5, 

Dim = 1,852;
21) Sq  – CMl  – KS  – CMl  – Sq, a = 5, 

Dim = 1,852;
22) Sq  – KS  – CMl  – KS  – Sq, a = 5, 

Dim = 1,894;
23) KS  – CMl  – Sq  – CMl  – KS, a = 5, 

Dim = 1,830;
24) KS  – Sq  – CMl  – Sq  – KS, a = 5, 

Dim = 1,894;
25) CMl – FV – CMp2 – FV – CMl, a = 5, 

Dim = 1,564;
26) CMl – CMp2 – FV – CMp2 – CMl, a = 5, 

Dim = 1,471;
27) CMp2 – CMl – FV – CMl – CMp2, a = 5, 

Dim = 1,471;
28) CMp2 – FV – CMl – FV – CMp2, a = 5, 

Dim = 1,427;
29) FV – CMl – CMp2 – CMl – FV, a = 5, 

Dim = 1,564;
30) FV – CMp2 – CMl – CMp2 – FV, a = 5, 

Dim = 1,427;
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31) ICl(+) – CMl – Sq – CMl – ICl(-), a = 5, 

Dim = 1,673;
32) ICl(+) – Sq – CMl – Sq – ICl(-), a = 5, 

Dim = 1,737;
33) ICl(+) – CMl – КS – CMl – ICl(-), a = 5, 

Dim = 1,652;
34) ICl(+) – КS – CMl – КS – ICl(-), a = 5, 

Dim = 1,690;
35) ICl(+) – КS – Sq – КS – ICl(-), a = 5, 

Dim = 1,757;
36) ICl(+) – Sq – КS – Sq – ICl(-), a = 5, 

Dim = 1,779.
Соответствующие этим последователь-

ностям гибридные мультифрактальные 
структуры MGF2

2 будут иметь следующие 
симметрийные характеристики G2

0 и  G
2
2: 

mm2 и  pmm2 (структуры 1  – 12), m и  pm 
(структуры 13  – 36). Размерности гибрид-
ных фрактальных структур определяются 
через размерности генераторов простых 
мономодулярных фракталов следующим 
образом:

Dim(MGF2
2 {ai GenFi; bj GenFj} = 

= a-1 Sai DimGenFi + b
-1 Sbj DimGenFj.

Кентавроподобные гибридные 
фрактальные структуры 

Формально можно допустить возмож-
ность существования некоторых кентав-
роподобных гибридных структур MGKF1

1, 
включающих переходные структуры 
Tr(F1*F2) – интервалы квазинепрерывного 
перехода от одного простого фрактала F1 
к  другому F2. В частности, такой структу-
рой для гибридов 1D пространства может 
быть переходная структура Tr(ICp*CMp). 
Тогда максимально симметричными кен-
тавроподобными гибридными структурами 
с минимальными периодами идентичности 
будут следующие:

1) MGKF1
1{(2GenICp*2Tr(ICp*CMp)*G

enCMp) (1 *1*`1) (ICр- Tr(ICp*CMp)-CMр- 
Tr(ICp*CMp)-ICр)}[(T2),(5)], 

2) MGKF1
1{(2GenICp*2GenCMp*2Tr(IC

p*CMp)*L) (1 *`1 *`1) (ICр-Tr(ICp*CMp)-
CMр-L-CMр-Tr(ICp*CMp)-ICр)}[(T2),(7)],

3) MGKF1
1{(3GenICp*2L*2Tr(ICp*C

Mp)*GenCMp) (1 *1 *1 *`1) (ICр-L-CMр- 
Tr(ICp*CMp)-ICр-Tr(ICp*CMp)-CMр-L-
ICр)}[(T1),(9)].

Учитывая, что переходная точечная 
структура Tr(ICp*CMp) не обладает фрак-
тальными свойствами и  ее размерность 
равна 0, размерности трех представлен-
ных выше кентавроподобных фрактальных 
структур равны 0,326, 0,466 и  0,403, соот-
ветственно.

По аналогии со структурами MGKF1
1 

можно также допустить возможность су-
ществования некоторых кентавроподобных 
гибридных структур MGKF2

2, включающих 

переходные структуры Tr(F1*F2)  – слои 
квазинепрерывного перехода от одного про-
стого фрактала F1 к другому F2. 

В частности, такими структурами для 
гибридов 2D пространства могут быть 
переходные структуры Tr(L*CK) (Dim=1) 
и Tr(ICp*CMp) (Dim=0). В этом случае мак-
симально симметричные кентавроподоб-
ные гибридные структуры с минимальными 
периодами идентичности могут быть полу-
чены на основе тех же перечисленных выше 
36-ти последовательностей простых фрак-
талов. Учитывая, что переходные структу-
ры не обладает фрактальными свойствами, 
размерности всех кентавроподобных фрак-
тальных структур на основе перечисленных 
выше 36-ти будут ниже.

Отметим, что все полученные гибрид-
ные фрактальные структуры MGF2

2, симме-
трия которых описывается плоскими груп-
пами класса G2

2, могут быть прообразами 
новых гибридных структур. В частности, 
из представленных выше структур при ис-
пользовании одной трансляции t3 непре-
рывной группы Tt1, t2, t3 в  ортогональном 
направлении к дискретным трансляциям t1 
и t2 могут быть получены новые планарные 
фракталы вида MGF3

2. Симметрия образов 
структур этих фракталов будет описывать-
ся одной из 3D групп симметрии слоев G3

2 
(например, pmmm, pmm2 или p4mm). Обо-
значения всех групп симметрии приведены 
в соответствии с обозначениями, приняты-
ми в [19].

В данной работе были проанализиро-
ваны вероятные гибридные фрактальные 
структуры 2D пространства как возможные 
аппроксиманты структурных особенностей 
поверхности композиционных покрытий 
(КП) и сайз-распределения наноразмерных 
объектов на ней [20–32]. Если структурные 
элементы предфракталов 3-го поколения 
представляют собой нанообъекты с  разме-
ром порядка 0,5 нм, то периоды идентич-
ности их гибридных структур могут прини-
мать значения от 15 до 135 нм. Возможные 
пространственные компоненты структур-
ных состояний поверхности композицион-
ных материалов и покрытий в этом случае 
могут рассматриваться с учетом состояния 
детерминистических модулярных структур 
с фрактальной компонентой [33-39].

Выводы
Сформулированы общие принципы 

формирования и  проблема символьного 
описания детерминистических гибридных 
и кентавроподобных фрактальных структур 
в  2D пространстве. Получены 5 структур 
гибридных фракталов MGF1

1 из итераци-
онной последовательности точек ICр и кан-
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торова множество точек CMр. Получены 
36 структур гибридных фракталов MGF2

2 
из итерационной последовательности ли-
ний ICl, канторова множества линий CMl, 
канторова множества точек CMр2, фрак-
тала Вичека FV и  ковра Серпинского CS. 
Проанализированы возможные кентавро-
подобные гибридные фрактальные одно-
мерные и  двумерные структуры. Все по-
лученные детерминистические гибридные 
фрактальные структуры 2D пространства 
могут рассматриваться как возможные ап-
проксиманты структурных особенностей 
поверхности композиционных покрытий 
и  сайз-распределения определенных нано-
размерных объектов на ней.
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