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В рамках модели sine-Gordon дан анализ строения и свойств солитонов в спиральных структурах маг-
нетиков. Показано, что пульсирующий солитон (бризер) неразрывно связан со своим окружением: даже 
когда его скорость равна нулю, он способен вызывать интенсивные колебания доменных стенок (кинков) 
структуры. Установлено, что движение бризера сопровождается деформациями решетки кинков, что может 
проявляться в образовании вытянутых участков, которые можно трактовать как «предвестники» и »хвосты» 
бризера. Обсуждаются возможности наблюдения и возбуждения бризеров в спиральных структурах магне-
тиков и мультиферроиках. 
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In the framework of sine-Gordon model, the complete analysis of structure and properties of the solitons 
in the spiral magnetic structures is given. It is shown, that a pulsating soliton (a breather) is inseparable from its 
environment: even if its velocity is zero, it can cause an intensive oscillations of the domain walls (kinks) of the 
structure. It is found, that the motion of the breather is accompanied by deformations of the kink lattice. That can 
lead to the formation of extended regions which can be treated as the «precursors» and «tails» of the breather. 
The possibilities of observing and exciting the solitons in the spiral structures of magnets and in multiferroics are 
discussed.
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В последние годы растет интерес к  не-
линейным явлениям в  магнетиках и  муль-
тиферроиках со спиральной (полосовой 
доменной) структурой. Спиральная струк-
тура представляет собой сильно нелиней-
ное неоднородное основное состояние 
среды, которое теоретически описываются 
одномерной решеткой солитонов (решет-
кой 2π-кинков). При описании магнетиков 
и  мультиферроиков с  геликоидальной или 
циклоидальной спиновой структурой наи-
более популярна модель sine-Gordon:
	 2 2 sin 0t z∂ Φ - ∂ Φ + Φ = . 	 (1)

Угол Ф характеризует распределе-
ние вектора ферро- или антиферромагнетиз-
ма. Например, в ферромагнетике без центра 
инверсии с анизотропией типа «легкая пло-
скость» (соединение 1 3 2Cr NbS ) вектор фер-
ромагнетизма 0 (cos , sin , 0)M≈ Φ Φm , где 
M0 – номинальная намагниченность. 

В безразмерных переменных плот-
ность энергии магнетика с модулированной 
структурой принимает вид [3-5]:

( ) ( ) ( )2 21= 1 cos
2 z t zw q ∂ Φ + ∂ Φ + ∂ Φ + - Φ  .

Управляющий параметр q зависит от 
температуры или внешнего поля (электри-
ческого или магнитного). В зависимости от 
величины q, минимуму энергии отвечает 
либо однородное распределение параметра 
порядка Ф = 0 (mod 2π), либо спиральная 
структура, которая описывается эллипти-
ческой амплитудой Якоби: Ф = φ0(z) = π  – 
2am(χ, k) с  модулем k (k2 ≤ 1), где χ = z/k 
(рис. 1). На периоде L0 = 2Kk функция φ0(z) 
изменяется на 2π. Ее изменения сосредото-
чены в узкой области 0 02 ' /l K k L= π << , где 

( )K K k=  и  ( )K K k′ ′=  – полные эллиптиче-
ские интегралы первого рода; 2' 1k k= - .

В [3-5] сформулирована модификация 
метода обратной задачи рассеяния, пригод-
ная для полного исследования солитонов 
и волн в спиральной структуре при локали-
зованных начальных возмущениях и задан-
ных граничных условиях на бесконечности. 
В данной работе результаты работ [3-5] до-
полнены подробным анализом особенно-
стей пульсирующих солитонов – бризеров. 
Детальное исследование строения солито-
нов позволяет предложить способы их воз-
буждения в спиральной структуре магнети-
ков без центра инверсии.
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Рис. 1. Основное состояние магнетика со спиральной структурой

Бризер в спиральной структуре. Аналитическое решение для бризера на фоне струк-
туры имеет вид [3-5]:
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Здесь c  – комплексная постоянная 
интегрирования, Z(u, k)  – зета-функция 
Якоби, dn(μ, k)  – эллиптическая функция 
Якоби,σ(u) и ζ(u)  – сигма- и  дзета-функ-
ции Вейерштрасса с  периодами 2K,4iK’; 
η1 = ζ(K), η3 = (2iK’) [1-2].

Образование бризера сопровождается 
макроскопическим фазовый сдвигом струк-
туры 0 < kΔ < 2L0, который явно входит 
в краевые условия задачи:

0( , ) ( )z tΦ → φ χ  при z → +∞ ;

	 0( , ) ( )z tΦ → φ χ + D  при z → -∞ . 	 (3)
Комплексный параметр iµ = -r + θ  

(0 ,K< r <  | | 2 ')Kθ ≤  определяет скорость 
бризера imdn( , ) / Re ( , )V k Z k= - µ µ , шири-
ну ограничивающих его доменных стенок, 
а  также волновое число im ( , ) /p Z k k= µ  
и частоту Redn( , ) /k kω = µ  пульсаций поля 
Ф в области локализации бризера. Предель-
ная скорость бризера не превышает макси-
мальной групповой скорости активацион-
ных спиновых волн на фоне структуры [8], 
которая в безразмерных переменных равна 
единице. 

Поскольку первый член реше-
ния (2) не зависит от времени, ампли-
туда пульсаций бризера определяет-
ся вторым слагаемым. Ввиду того, что 

2 2 2 2
1 2 1 2| (| | | | ) / (| | | | ) | 1,m m m m- + ≤  это 

слагаемое по величине не превышает 
4arctg|	tg	( / 2) | 2 | |α = α . Для неподвижного 
бризера параметр θ = 0. Детальный анализ 
показывает, что амплитуда неподвижного 
бризера в точности равна 2 | | 4amα = r .

Неподвижный бризер наиболее удо-
бен для наблюдения. При 0 < ρ ≤ 0,2K он 
представляет собой протяженную область 
малоамплитудных колебаний поля Ф око-
ло равновесных положений слабодефор-
мированной структуры. При 0,2K < ρ < K 
колебания бризера локализуются в конеч-
ной области  – в  его ядре. Центр бризера 
сдвигается вдоль спиральной структуры 
при изменении параметра ln|c|. Нагляд-
нее всего случай, когда область интенсив-
ных колебаний попадает внутрь одного 
из доменов структуры (рис. 2). На рис. 2 
сплошной, штриховой и  пунктирной 
линиями отмечены положения бризера 
в  различные моменты времени. В асим-
птотике при z → ±∞  бризер выходит на 
фоновую структуру (3), изображенную 
штрих-пунктиром. 

Взаимодействие ядра бризера со струк-
турой оказывается важным и  проявляется 
в  новых свойствах всей системы. Прежде 
всего ядро бризера отодвигает от себя бли-
жайшие кинки спиральной структуры. Так 
при ρ = K/2 оно колеблется в пределах до-
мена, длина которого в  терминах χ = z/k 
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больше периода 2K спиральной структуры 
и составляет величину порядка 3K. Именно 
в этом кроется причина сдвига Δ в краевых 
условиях (3) задачи при образовании бризе-
ра в решетке кинков. Сдвиг Δ связан с пара-
метром ρ соотношением: Δ = 4ρ. 

В отличие от бризера на однородном 
фоне, ядро бризера в  структуре не только 
пульсирует, но и  совершает дополнитель-
ные малые колебания между стенками про-
тяженного домена. Протяженный домен 
играет роль резонатора. Половинки ядра 
бризера по-разному деформируются в ходе 
колебаний центра бризера вдоль такого ре-
зонатора. Продольные колебания ядра бри-
зера передаются ближайшим к нему кинкам 
структуры. 

На больших расстояниях от ядра поле 
Ф неподвижного бризера имеет узлы, рас-
положенные в точках:

2 (1 ) ,n K nχ = + - r  0,1,2,3...n =  1,nχ >>

3 2 ,m K mχ = - r -  0,1,2,3...m =  1.mχ << -

Доменные стенки располагаются между 
узлами (жирные точки на рис. 2). Все четные 
(нечетные) стенки структуры колеблются 
в фазе по отношению друг к другу и в проти-
вофазе по отношению к нечетным (четным) 
стенкам, что отражено выбором направле-
ний стрелок на рис. 2. Числа в кружочке ну-
меруют доменные стенки. Ядро бризера ко-
леблется между узловыми точками χ = – 3ρ 
и χ = 2K – ρ. В некоторые моменты времени 
ядро принимает форму «плато» протяжен-
ностью 2K + 2ρ. Плато образует с осью Оx 
малый угол  J: 0tg ( ) / ( )KJ ≈ J = -φ r + r . 
Ближайшие к ядру стенки (с номером n = 1) 
колеблются в  противофазе с  ядром. Коле-
бания последующих стенок (с номерами 
n = 2,3…) экспоненциально убывают с  ро-
стом их номера. Частота колебаний стенок 
равна частоте бризера. 

Для соединения 1 3 2Cr NbS  зависимость 
периода спиральной структуры L0 от моду-
ля k (управляющего параметра q) хорошо 
описывается моделью sine-Gordon [10]. 
Примем за материальные параметры это-
го соединения значения, использованные 
в  работах [6, 10]. Тогда при 0,2K ≤ ρ ≤K 
для частоты пульсаций бризера получим 
оценку v∞107 – 108 Гц. Отсюда следует, что 
бризер в спиральной структуре можно об-
наружить по поглощению СВЧ-мощности 
на характерных частотах его пульсаций. 
Эти  частоты попадают в  энергетическую 
щель спектра активационных и  голдстоу-
новских стоячих линейных волн на фоне 
структуры. 

В общем случае движущегося бризе-
ра, его структура как целого существенно 

зависит от соотношения поступательной 
скорости бризера V и  фазовой скорости 
Vph = ω/p волновых процессов в  его ядре. 
При V < Vph деформации спиральной 
структуры подстраиваются к  пульсациям 
бризера. В ходе движения ядра бризера 
пульсации его поля «перетекают» из одно-
го домена структуры в соседний подобно 
тому, как это происходит при сближении 
бризера с  отдельной доменной стенкой 
на однородном фоне [3]. При V > Vph, на-
против, деформации фоновой структуры 
отстают от изменения ядра бризера (см. 
рис. 3). При этом происходит следующее. 
Вначале движение ядра немного замедля-
ется деформацией структуры на переднем 
фронте бризера. В некоторый момент вре-
мени центр ядра бризера достигает пре-
дельного значения (точка  A), после чего 
левый край ядра (точка B) «отрывается» от 
фоновой структуры. Начиная с  этого мо-
мента, левый край бризера ведет себя как 
центр нового ядра, в  то время как центр 
прежнего ядра становится краем домен-
ной стенки. Новый центр ядра немного 
замедляется. Поэтому на рис. 3 он начи-
нает «подниматься» вверх по ступенькам 
структуры. В результате перед ядром об-
разуется «предвестник» бризера в  виде 
деформаций спиральной структуры. Ядро 
бризера «поднимается» до максимального 
уровня B’, а  затем начинает наращивать 
свою скорость, вследствие чего «пред-
вестник» сокращается и в некоторый мо-
мент исчезает. Тогда весь бризер оказы-
вается локализованным в пределах своего 
ядра. Однако далее бризер по инерции 
«проскакивает» это состояние и, двигаясь 
с замедлением, оставляет после себя ква-
зистатический «хвост». Иными словами, 
при V > Vph поступательное движение ядра 
бризера сопровождается его колебаниями 
вдоль структуры с поочередным образова-
нием «предвестников» и  »хвостов» из ее 
квазистатических деформаций.

В мультиферроиках спиральное маг-
нитное упорядочение сопровождается 
образованием решетки солитонов элек-
трической поляризации. Они модули-
руют диэлектрическую проницаемость 
среды. Поэтому деформации спиральной 
структуры при возбуждении в  ней соли-
тонов можно визуализировать не только 
магнитооптическими, но и  оптическими 
методами. Кроме того, бризер в  муль-
тиферроике можно обнаружить путем 
фиксации локальных электрических по-
лей от его ядра. При движении ядра со-
держащий его удлинненный домен пере-
мещается по структуре со скоростью 

imdn( , ) / Re ( , )V k Z k= - µ µ .
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Возбуждение бризера в  спиральной 
структуре. Проведенный анализ подсказы-
вает пути возбуждения бризера в  спираль-
ной структуре. Необходимо посредством 
внешних полей удлинить и возмутить один 
из доменов структуры так, чтобы он стал ре-
зонатором для бризера. Это можно сделать 
посредством модуляций внешнего поля.

Данные соображения можно подтвер-
дить расчетом. Зададим начальное возму-
щение спиральной структуры в  виде сту-
пеньки шириной d и высотой 2f:

0( , 0) ( )z tΦ = = φ χ + D  при 0χ < χ ,

( , 0) 2 constz t fΦ = = =  при 0 1χ < χ < χ ,

0( , 0) ( )z tΦ = = φ χ  при 1χ > χ ,

где 0 r Kχ = - , 1 2K rχ = - , 
. Согласно  [7, 9], начальные 

возмущения могут генерировать бризер 
только при условии

cth sn( , ) sn( , )cos 0,
2
kd k k r k fξ  + r - r =  ξ 

	  2 2cos cn ( , ) .f kξ = - r  	 (4)
Здесь sn(ρ, k), cn(ρ, k) – эллиптические 

функции Якоби с модулем k. Величина K – 
r(0 ≤ r ≤ K) определяет смещение ступеньки 
относительно структуры. При r = K ступень-
ка моделирует начальное возмущение одно-
го из доменов структуры длиной d = Δ. Со-
гласно численному моделированию, такая 
ступенька порождает бризер, начиная с по-

Рис. 2. Неподвижный бризер на фоне спиральной структуры в случае, когда его центр  
совпадает с серединой одного из доменов

Рис. 3. «Хвосты» и »предвестники» движущегося бризера
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роговых значений ее высоты 2f ≥ 3am(ρ,k). 
В случае 4am(ρ,k) <2f ≥ 6am(ρ,k) начальное 
возмущение сначала снижает амплитуду 
до уровня A = 4am(ρ,k), сбрасывая избы-
ток энергии в виде диспергирующих волн. 
Затем из него формируется неподвижный 
бризер, ядро которого располагается в  се-
редине резонаторного домена. Когда высота 
ступеньки 2f ≥ 6am(ρ,k), она распадается на 
два бризера, движущихся в противополож-
ных направлениях.

Аналитический расчет (4) дает близкие 
результаты. А именно, если задать ступень-
ку высоты 2 4am( , )f k∝ r , то уравнение 
(4) имеет решения, когда параметр ρ ле-
жит в интервале 1,8K ≤ ρ ≤ 2,5K. При этом 
Δ = 4ρ = d. Мы полагаем, что эти результа-
ты можно использовать для планирования 
экспериментов по обнаружению бризерных 
возбуждений в  магнетиках и  мультифер-
роиках со спиральной или циклоидальной 
спиновой структурой. 

Авторы выражают благодарность 
С.В. Баталову за помощь в проведении чис-
ленных расчетов. 
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