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В данной статье рассматривается алгоритм вычисления усеченной свертки полиномов над полем Галуа. 
Вычисление усеченной свертки полиномов является частью алгоритма декодирования информационного 
кадра при применении кодов Рида-Соломона. Усеченная свертка полиномов необходима для вычисления 
значения искаженных символов в информационном кадре при использовании метода Форни. В статье да-
ется определение полинома, усеченной свертки полиномов и формула для ее вычисления над полем Галуа 
GF(pm). Также в статье рассматривается алгоритм вычисления значения усеченной свертки полиномов над 
полем Галуа GF(2m) при заданном аргументе и предлагаемая автором аппаратная реализация алгоритма.
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This paper deals with recurrent algorithm for computing the truncated convolution of the polynomials over 
Galois field. Calculation of truncated convolution is a part of the decoding algorithm for information frame, encoded 
on application of Reed-Solomon codes. Truncated convolution of the polynomials is necessary in the algorithm 
based on Forney method for computing the error-values of corrupted symbols in information frame. In this paper 
the definition of polynomial, truncated convolution of the polynomials over Galois field GF(pm) and calculation 
formula for truncated convolution are given. Calculation algorithm for value of the truncated convolution at the 
given argument over Galois field GF(2m) and hardware implementation of the algorithm offered by author are also 
overviewed.
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В  современном мире цифровых техно-
логий каналы передачи данных и носители 
информации остаются далекими от совер-
шенства. Магнитные и оптические носители 
информации чувствительны к  физическим 
повреждениям, делающим невозможным 
чтение информации из отдельных участков 
на поверхности носителя. Кабельные и бес-
проводные линии передачи информации 
подвержены воздействию внешних помех, 
искажающих форму передаваемых сигна-
лов и  тем самым делающих невозможным 
однозначное распознавание информации на 
стороне приемника.

В настоящее время в  системах хранения 
и  передачи данных применяют различные 
технологии информационного резервирова-
ния с применением специальных алгоритмов 
кодирования на базе корректирующих кодов, 
в частности, кодов Рида-Соломона  [1], кото-
рые за счет использования избыточной ин-
формации делают возможным исправление 
искажений. Однако, алгоритмы кодирования 
и декодирования информации с применением 
кодов Рида-Соломона достаточно нетриви-
альны, и для эффективной программной или 
аппаратной реализации требуется достаточно 
глубокая математическая проработка с  при-

менением алгебры конечных полей Галуа [2]. 
В частности, алгоритм декодирования состо-
ит из блока вычисления синдрома искажений, 
полинома локаторов искажений, самих лока-
торов искажений и значений искажений, и все 
блоки имеют дело с полиномами, заданными 
над конечным полем Галуа. Особое место за-
нимает блок вычисления значений искаже-
ний на базе метода Форни, использующего 
усеченную свертку полиномов, заданных над 
полем Галуа, и здесь требуется особый под-
ход для построения эффективного алгоритма 
вычисления значения усеченной свертки по-
линомов при заданном аргументе. 

В рамках научных исследований авто-
ра в области надежности систем хранения, 
передачи и обработки данных [3-9], а также 
в  области информационного резервирова-
ния [10] возникла научная задача разработ-
ки эффективного алгоритма вычисления 
усеченной свертки полиномов Ψ(х) и  ξ(х), 
заданных над полем Галуа GF(pm), при за-
данном аргументе x, и аппаратной реализа-
ции для поля Галуа GF(2m).

Полином над полем Галуа. Пусть за-
дано поле Галуа GF(pm). Тогда полиномом, 
заданным над полем Галуа, будем называть 
функцию:
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;

	 	  (1)
Над полиномами можно производить 

алгебраические операции, также на место 
переменной x можно подставлять конкрет-
ное значение, являющееся элементом поля 
Галуа GF(pm), и вычислять значение функ-
ции. При пересчете коэффициентов полино-
ма при выполнении операции или вычисле-
нии значении функции, строго соблюдаются 
правила арифметики для поля GF(pm).

Сумма полиномов. Сложение полино-
мов выполняется путем сложения по прави-
лам арифметики поля Галуа GF(pm) соответ-
ствующих коэффициентов, стоящих перед 
переменной в одной степени. Отсутствую-
щие в полиномах коэффициенты, считают-
ся равными нулю. 

Пусть заданы два полинома Ψ(х) и ξ(х). 
Тогда, сумма этих полиномов определяется 
следующим образом:

 ; 
	 .	  (2)

Пример. Сложим полиномы 
Ψ(х) = 49x2 + 50x + 51 и ξ(х) = 19x2 + 93x + 1, 
заданные над полем GF(28), заданного 
с  помощью неприводимого многочлена 
p(х) = x8 + x4 + x3 + x3 + 1. Используя арифме-
тику поля GF(28) для сложения коэффициен-
тов полиномов, имеем: (49 + 19)x2 + (50 + 93)
x + (51 + 1) = 34x2 + 111x + 50.

Произведение полиномов. Умножение 
полиномов осуществляется путем вычисле-
ния суммы результатов умножения одного 
полинома на каждый член другого полино-
ма. Соответственно, степень результирую-
щего полинома равна сумме степеней пере-
множаемых полиномов.

Пусть заданы два полинома Ψ(х) и ξ(х). 
Тогда, произведение этих полиномов опре-
деляется следующим образом:

0 1; 0 1;i k j l= − = − 

 
	 	 (3)

Пример. Умножим полиномы 
Ψ(х) = 49x2 + 50x + 51 и ξ(х) = 19x2 + 93x + 1, 
заданные над полем GF(28), заданного 
с  помощью неприводимого многочлена 
p(х) = x8 + x4 + x3 + x3 + 1. Используя ариф-
метику поля GF(28) для сложения и  умно-
жения коэффициентов полиномов, полу-
чаем: Ψ(х)∙ξ(х) = (49∙19)x4 + (49∙93 + 50∙19)
x3 + (49∙1 + 50∙93 + 51∙19)x2 + (50∙1 + 51∙93)
x + 51∙1 = 100x4 + 218x3 + 31x2 + 3x + 51.

Особо отметим, что если мы будем под-
разумевать, что любые «отсутствующие» 
коэффициенты в  полиномах, в  том числе 
коэффициенты с  индексами больше степе-
ни полиномов, равны нулю: 
и  , то мы внутреннее сум-
мирование по двум индексам можем преоб-
разовать суммирование по одному индексу. 
Для этого мы изменим верхние границы 
для обоих индексов: i ≤ q и  j ≤ q, при этом 
мы ничего не теряем, поскольку i ≥ 0, j ≥ 0 
и i + j = q. Случаи, когда i > q (при k – 1 > q), 
или j > q (при l – 1 > q), все равно никогда 
не пройдут условие i + j = q, так как i ≥ 0 
и j ≥ 0. А при i > k – 1 (при q > k – 1) коэф-
фициенты Ψi = 0, а при j > l – 1 (при q > l – 
1) коэффициенты ξj = 0. Тогда в  итоге мы 
получаем следующие три условия: i + j = q, 
0 ≤ i ≤ q и 0 ≤ j ≤ q. 

Заметим, что оба индекса неотрицатель-
ны и ограничены одним и тем же верхним 
пределом, причем сумма индексов также 
равна верхнему пределу. Тогда, очевидно, 
можно избавиться от одного из индексов, 
попросту выразив его через другой: j = q – 
i, и мы ничего не теряем, поскольку 0 ≤ q – 
i ≤ q, так как 0 ≤ i ≤ q. 

В итоге мы получаем следующую «оп-
тимизированную» формулу произведения:

 ; 

	 .	 (4)
Усеченная свертка полиномов. Пусть 

заданы два полинома Ψ(х) и ξ(х). Тогда, усе-
ченной линейной сверткой полиномов бу-
дем называть остаток от произведения этих 
полиномов по модулю полинома xr, иными 
словами ( ) ( ) ( ( ) ( ))mod rx o x x x xΨ ξ = Ψ ξ .

По сути, усеченная линейная свертка – 
это произведение полиномов, в  котором 
«отброшены» члены, степень переменной x 
в которых больше либо равна r:



МЕЖДУНАРОДНЫЙ ЖУРНАЛ ПРИКЛАДНЫХ  
И ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ    № 12,   2015

233 ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ 
  

	 .	 (5) 
Пример. Найдем усеченную свертку полиномов Ψ(х) = 49x2 + 50x + 51 

и ξ(х) = 19x2 + 93x + 1, заданных над полем GF(28), по модулю полинома x2. Получаем: 

0 0 0 1 1 0
0 0

1
( ) 51 1 (51 93 50 1) 3 51

q
q

i q i
q i

x x x x−
= =

 Ψ ξ = Ψ ξ + Ψ ξ + Ψ ξ = ⋅ + ⋅ + ⋅ = +∑ ∑ 
 

.

Вычисление значения усеченной свертки полиномов при заданном аргументе над 
полем Галуа GF(pm). Выше мы определили, что усеченная свертка Ω(х) двух полиномов 
Ψ(х) и ξ(х), заданных над полем Галуа GF(pm), и при заданном r, определяется как: 

.
Нетрудно заметить, что вычисление значения полинома-свертки при заданном аргу-

менте по вышеприведенной формуле в общей сложности требует 2( 1) / 2 ~ / 2r r r+  итера-
ций для вычисления двойной суммы. Выполним ряд преобразований формулы: 

-1 -2 -1
0 0 1 -1 1 0 1 -2 -1 0( ) ( )r r r

r r rx x x x x x= Ψ ξ + ξ +…+ ξ + Ψ ξ + ξ +…+ ξ +…+Ψ ξ =

. 

Преобразуем формулу для использования рекуррентной схемы вычисления: 

.

Тогда, в первом приближении имеем следующую итерационную схему вычисления зна-
чения полинома-свертки Ω(х) при заданном аргументе х*: 

	 	 (6)

Заметим, что хотя и итерационная про-
цедура вычисляет Ω(х*) за r итераций, но 
на каждой итерации, требуется вычисле-
ние суммы , количество слагае-

мых в которой с каждой итерацией s = 1…r 
только растет. Однако заметим, что коли-
чество слагаемых в  сумме в  точности со-
впадает с  номером итерации, и  можно не 
заново пересчитывать сумму на каждой 
итерации s, а  лишь добавлять очередное 
слагаемое к сумме, вычисленной на преды-
дущей итерации s 1. Обозначив 

1

0
( *)

s j
j

j
x

−

=
ξ∑ ,  

имеем рекуррентное соотношение: 

( ) ( 1) 1
1( *) ( *) ( *)s s s

sx x x− −
−ξ = ξ + ξ , причем 

(0) ( *) 0xξ = . Очевидно, можно совместить 
обе итерационные схемы, на каждой итера-
ции вычисляя сначала очередную ( ) ( *)s xξ , 
используя ( 1) ( *)s x−ξ , а затем и  ( ) ( *)s xΩ , ис-
пользуя ( 1) ( *)s x−Ω  и  ( ) ( *)s xξ . Наконец, от-
метим, что для вычисления ( *)sx  также не-
обязательно на каждой итерации возводить 
аргумент х* в  степень s, можно использо-
вать соотношение 1( *) ( *) *s sx x x−= , причем 

0( *) 1x = . Тогда, имеем «оптимизирован-
ную» итерационную схему вычисления зна-
чения полинома-свертки Ω(х) при заданном 
аргументе х*:

	

( ) ( 1) 1
1

( ) ( 1) ( )

1

(0) (0) 0

( *) ( *) ( *) ;
( *) ( *)( ( *)) ( *);

( *) ( *) *;
( *) 0; ( *) 0; ( *) 1; 1 ; 0.

s s s
s

s s s
r s

s s

x x x
x x x x

x x x
x x x s r r

− −
−

−
−

−

 ξ = ξ + ξ
 Ω = Ω +Ψ ξ


=
Ω = ξ = = = … ≥

	 (7)
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Пример. Вычислим значение свертки полиномов Ψ(х) = 49x2 + 50x + 51 

и ξ(х) = 19x2 + 93x + 1, заданных над полем GF(28), по модулю полинома x2 (т.е. r = 2) при 
заданном аргументе x* = 64, используя итерационную схему.

Имеем следующие начальные значения: (0) ( *) 0;xΩ =  (0) ( *) 0xξ = ; 0( *) 1x = .
Далее, на итерации s = 1 выполняем следующие вычисления:

(1) (0) 0
0

(1) (0) (1)
1

1 0

( *) ( *) ( *) 0 1 1 1;
( *) ( *)( ( *)) ( *) 64 0 50 1 50;

( *) ( *) * 64.

x x x
x x x x

x x x

 ξ = ξ + ξ = + ⋅ =
Ω = Ω +Ψ ξ = ⋅ + ⋅ =
 = =

Наконец, на итерации s = 2 (последняя итерация) получаем:
(2) (1) 1

1
(2) (1) (2)

0
2 1

( *) ( *) ( *) 1 64 93 223;
( *) ( *)( ( *)) ( *) 64 50 51 223 243;

( *) ( *) * 205.

x x x
x x x x

x x x

 ξ = ξ + ξ = + ⋅ =
Ω = Ω +Ψ ξ = ⋅ + ⋅ =
 = =

Тогда, искомое значение свертки поли-
номов равно (2) ( *) 243xΩ = .

Для проверки полученного значения, 
подставим заданный аргумент x* = 64 в  по-
лином-свертку 2( ( ) ( ))mod 3 51x x x xΨ ξ = + ,  
полученный в  рассмотренном выше при-
мере для полиномов Ψ(х) = 49x2 + 50x + 51 
и ξ(х) = 19x2 + 93x + 1. Имеем: 3∙64 + 51 = 243. 
Таким образом, очевидно, результат вычисле-
ния по рекуррентной схеме верен.

Аппаратная реализация для поля 
Галуа GF(2m). Теперь рассмотрим аппа-
ратную реализацию вычисления значения 
полинома-свертки Ω(х) при заданном ар-
гументе х* над полем Галуа GF(2m). Ап-
паратная реализацию можно построить 
при помощи трех m-битных регистров, 
а  также двух сумматоров и  четырех ум-
ножителей элементов поля Галуа GF(2m). 
Аппаратная реализация быстрых сумма-
торов и умножителей элементов поля Га-
луа GF(2m) хорошо освещены в литерату- 
ре [1, 2].

Ниже на рисунке представлена предла-
гаемая автором функциональная схема вы-
числителя значения полинома-свертки Ω(х) 
при заданном аргументе х*. 

Регистр RG1 используется для хранения 
вычисленного на предыдущей итерации 
степени аргумента 1( *)sx − , регистр RG2, со-
ответственно, ( 1) ( *)s x−ξ , наконец, в регистре 
RG3 хранится ( 1) ( *)s x−Ω . Перед началом ра-
боты по сигналу сброса, поступающего на 
вход Reset, регистр RG1 устанавливается 
в  значение (0…01), соответствующее эле-
менту «1» поля (2 )mGF , а  регистры RG2 
и RG3 сбрасываются в нулевое значение. 

Далее на вход Clock поступают такто-
вые сигналы в  течение итераций s = 1…r. 
Особо отметим, что вход синхронизации 

(С) регистра RG2 подключен к Clock на-
прямую, и, соответственно, регистр при-
нимает информацию со своего информа-
ционного входа (D) по фронту тактового 
сигнала. Что же касается регистров RG1 
и RG2 то они принимают информации по 
спаду тактового сигнала, так как и  входы 
синхронизации подключены к Clock через 
инвертор. 

Такая «двухтактная» синхрони-
зации регистров позволяет на каж-
дом такте s = 1…r сначала вычис-
лять и  записывать в  регистр RG2 
значение ( ) ( 1) 1

1( *) ( *) ( *)s s s
sx x x− −
−ξ = ξ + ξ ,  

и  только потом вычислять и  записывать 
( ) ( 1) ( )( *) ( *)( ( *)) ( ( *))s s s

r sx x x x−
−Ω = Ω +Ψ ξ  

в  регистр RG1, и  одновременно с  этим 
также вычислять и записывать очередную 
степень аргумента 1( *) ( *) *s sx x x−=  в  ре-
гистр RG3, и  таким образом, соблюдать 
правильную «очередность» вычислений на  
каждом такте. 

В результате за r тактов схема вычис-
ляет искомое значение полинома-свертки 
( ) ( ( ) ( ))mod( )rx x x xΩ = Ψ ξ  при аргумен-

те  х*.

Заключение
Таким образом, в  рамках данной ста-

тьи рассматривается алгоритм вычисления 
усеченной свертки полиномов над полем 
Галуа. В  статье приведено определение 
полинома, усеченной свертки полиномов 
и  формула для ее вычисления над полем 
Галуа GF(pm). Также в  статье рассматри-
вается алгоритм вычисления значения 
усеченной свертки полиномов над полем 
Галуа GF(2m) при заданном аргументе 
и предлагаемая автором аппаратная реали-
зация алгоритма.
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Функциональная схема последовательного вычислителя значения полинома-свертки 
( ) ( ( ) ( ))mod( )rx x x xΩ = Ψ ξ  при заданном аргументе х*

Полученные результаты были исполь-
зованы автором для разработки обучающей 
программы и лабораторных стендов для из-
учения студентами технических специаль-
ностей технологии кодирования информа-
ции при применении кодов Рида-Соломона.
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