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Рассмотрена	некоторая	информация	моделирования	упругих	волн	напряжений	в	бесконечной	полосе	

при	воздействии	в	виде	функции	Хевисайда.	Поставленная	задача	решается	с	помощью	численного	моде-
лирования	нестационарных	динамических	уравнений	математической	теории	упругости.	Отраженные	вол-
ны	растяжения	от	свободной	поверхности	бесконечной	полосы	накладываются	на	падающие	сжимающие	
напряжения.	Интерференция	прямых	и	отраженных	волн	приводит	к	нулевому	напряженному	состоянию	
в	бесконечной	полосе	при	воздействии	ступенчатой	функции.	Для	решения	двумерной	нестационарной	ди-
намической	задачи	математической	теории	упругости	с	начальными	и	граничными	условиями	используется	
метод	конечных	элементов	в	перемещениях.	Задача	решается	методом	сквозного	счета,	без	выделения	раз-
рывов.	Применяется	однородный	алгоритм.	С	помощью	метода	конечных	элементов	в	перемещениях,	ли-
нейную	задачу	с	начальными	и	граничными	условиями	приведена	к	линейной	задаче	Коши.	Показаны	ком-
поненты	нормальных	напряжений	в	характерной	области	исследуемой	задачи.
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Considered	some	of	the	information	modeling	of	elastic	waves	of	stresses	in	an	infinite	strip	under	the	influence	as	
a	function	of	Heaviside.	the	problem	is	solved	using	numerical	simulation	of	non-stationary	dynamic	equations	of	the	
mathematical	theory	of	elasticity.	the	reflected	tensile	wave	from	the	free	surface	of	the	endless	band	superimposed	on	
the	incident	compressive	stresses.	the	interference	of	direct	and	reflected	waves	results	in	a	zero	stress	state	in	an	infinite	
strip	under	the	influence	of	a	step	function.	For	solving	two-dimensional	nonstationary	dynamic	problems	of	mathematical	
elasticity	theory	with	initial	and	boundary	conditions	using	the	method	of	finite	elements	in	displacements.	the	problem	is	
solved	by	the	method	of	end-to-end	account,	without	allocation	of	breaks.	applies	a	uniform	algorithm.	Using	the	method	
of	finite	elements	in	displacements,	a	linear	problem	with	initial	and	boundary	conditions	are	given	to	the	linear	Cauchy	
problem.	Shows	the	components	of	the	normal	stresses	in	the	characteristic	region	of	the	investigated	problem.
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О численном методе, алгоритме 
и комплексе программ  

моделирования волн напряжений
Точные	 уравнения	 двумерной	 (плоское	

напряженное	 состояние)	 динамической	 те-
ории	упругости	(рис.	1)	имеют	вид
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где	σx,	σy	и	τxy	–	компоненты	тензора	упру-
гих	напряжений;	εx,	εy	и	γxy	–	компоненты	тен-
зора	упругих	деформаций;	u	и	v	–	составля-
ющие	вектора	 упругих	 перемещений	 вдоль	
осей	oX	и	oY	соответственно;	ρ	–	плотность	

материала;	 2(1- )p
EC =

ρ ν
	–	скорость	про-

дольной	упругой	волны; 2 (1 )s
EC =

ρ + ν 	 –	
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скорость	поперечной	упругой	волны;	v	–	ко-
эффициент	Пуассона;	Е	–	модуль	упругости;	

1 2( )S S S 	–	граничный	контур	тела	Г.
Систему	 (1)	 в	 области,	 занимаемой	 те-

лом	 Г,	 следует	 интегрировать	 при	 началь-
ных	и	граничных	условиях.	

Рис. 1. Некоторое тело Г в прямоугольной 
декартовой системе координат XOY

Принимая	во	внимание	определение	ма-
триц	и	векторов	для	тела	Г,	записываем	при-
ближенное	 значение	 уравнения	 движения	
в	теории	упругости

 ,	 ,	 ,		 (2)
где	 H 	 –	 матрица	 инерции;	 K 	 –	 матрица	
жесткости;	 Φ



	–	вектор	 узловых	 упругих	
перемещений;	Φ



 	–	вектор	узловых	упругих	
скоростей	 перемещений;	 Φ



 	–	вектор	 узло-
вых	 упругих	 ускорений;	 R



	–	вектор	 узло-
вых	упругих	внешних	сил.

Соотношение	 (2)	 система	 линейных	
обыкновенных	дифференциальных	уравне-
ний	второго	порядка	в	перемещениях	с	на-
чальными	условиями.	

Для	 интегрирования	 уравнения	 (2)	 ко-
нечноэлементным	вариантом	метода	Галер-
кина	приведем	его	к	следующему	виду

 ,	 .	 	(3)
Интегрируя	 по	 временной	 координа-

те	 соотношение	 (3)	 с	 помощью	 конечно-
элементного	 варианта	 метода	 Галеркина,	
получим	 двумерную	 явную	 двухслойную	
конечноэлементную	линейную	схему	в	пе-
ремещениях	 для	 внутренних	 и	 граничных	
узловых	точек

,	

 .		 (4)
Шаг	по	временной	переменной	 t∆ 	опре-

деляем	из	следующего	соотношения	
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где	 l∆ 	–	длина	стороны	конечного	элемен-
та;	r	–	общее	число	конечных	элементов.	

Результаты	 численного	 эксперимента	
показали,	 что	 при	 k	=	0,5	 обеспечивается	
устойчивость	явной	схемы.

Разработанная	 методика	 позволяет	 ре-
шать	 задачи	 о	 взаимодействии	 сложных	 де-
формируемых	 тел	 с	 волновыми	 нагрузками.	
С	помощью	 полученных	разработок	 можно	
определять	 волны	 напряжений	 в	 деформи-
руемых	 телах.	 На	 основе	 метода	 конечных	
элементов	 в	 перемещениях	разработаны	 ал-
горитм	 и	 комплекс	 программ	 для	 решения	
линейных	плоских	двумерных	задач,	которые	
позволяют	решать	сложные	задачи	при	неста-
ционарных	волновых	воздействиях.	При	раз-
работке	 комплекса	 программ	 использовался	
алгоритмический	язык	Фортран-90.	Исследу-
емая	 область	разбивается	 по	 пространствен-
ным	 переменным	 на	 треугольные	 конечные	
элементы	 с	 тремя	 узловыми	 точками	 с	 ли-
нейной	 аппроксимацией	 упругих	 перемеще-
ний	и	на	прямоугольные	конечные	элементы	
с	 четырьмя	 узловыми	 точками	 с	 билиней-
ной	 аппроксимацией	 упругих	 перемещений.	
По	 временной	 переменной	 исследуемая	 об-
ласть	разбивается	на	линейные	конечные	эле-
менты	с	двумя	узловыми	точками	с	линейной	
аппроксимацией	упругих	перемещений.	

Решение задачи о воздействии  
плоской продольной упругой  

волны в виде функции Хевисайда  
на бесконечную полосу

Некоторая	информация	о	численном	мо-
делировании	 нестационарных	 волн	 напря-
жений	в	твердых	деформируемых	областях	
приведена	в	следующих	работах	[1–10].

Рис. 2. Постановка задачи о стоячих волнах в бесконечной полосе
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В	 работах	[1–2,	 4–6,	 8,	 10]	 приведена	

некоторая	 информация	 о	 физической	 до-
стоверности	 и	 математической	 точности	
моделирования	 нестационарных	 волн	 на-
пряжений	в	деформируемых	телах	с	помо-
щью	рассматриваемого	численного	метода,	
алгоритма	и	комплекса	программ.

Рассмотрим	 задачу	 о	 воздействии	 пло-
ской	продольной	упругой	волны	в	виде	сту-
пенчатого	 импульса	 (функция	 Хевисайда)	
на	бесконечную	полосу.	

Расчеты	 проводились	 при	 следующих	
единицах	измерения:	килограмм-сила	(кгс);	
сантиметр	 (см);	 секунда	 (с).	 Для	 перехода	
в	другие	единицы	измерения	было	принято	
следующее	допущение:	1	кгс/см2	≈	0,1	МПа.

Рис. 3. Нормальное напряжение xσ  во времени 
0 ≤ n ≤ 100 в точке B1

Рис. 4. Нормальное напряжение xσ  во времени 
0 ≤ n ≤ 500 в точке B1

Рис. 5. Нормальное напряжение xσ  во времени 
0 ≤ n ≤ 1990 в точке B1

Рис. 6. Нормальное напряжение yσ  во времени 
0 ≤ n ≤ 100 в точке B1

Рис. 7. Нормальное напряжение yσ  во времени 
0 ≤ n ≤ 500 в точке B1
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Рис. 8. Нормальное напряжение yσ  во времени 
0 ≤ n ≤ 1990 в точке B1

На	границе	пластинки	aB	(рис.	2)	при-
ложено	нормальное	напряжение	σy,	которое	
при	0	≤	n	≤	3	 ( / )n t t= ∆ 	изменяется	линей-
но	 от	 0	 до	 P,	 а	 при	 n	≥	3	 равно	 P	 (P	=	σ0,	
σ0	=	–	0,1	МПа	(–	1	кгс/см2)).	

Граничные	 условия	 для	 контуров	 BC	
и	ad	 при	 t	>	0	 0u v u v= = = =  .	 Отражен-
ные	волны	от	контуров	BC	и	ad	не	доходят	
до	исследуемых	точек.	Контур	Cd	свободен	
от	нагрузок.	

Исследуемая	 расчетная	 область	 име-
ет	 4002	 узловые	 точки.	 Решается	 система	
уравнений	из	16008	неизвестных.	

Для	 примера	 на	 рис.	3–5	 представле-
но	 изменение	 нормального	 напряжения	 xσ   
( 0/x xσ = σ σ )	во	времени	n	в	точке	B1.	Для	
примера	на	рис.	6–8	представлено	изменение	
нормального	напряжения	 yσ 	( 0/y yσ = σ σ )	
во	времени	n	в	точке	B1.	

Получены	 нормальные	 напряжения	
в	 характерной	 области	 бесконечной	 поло-
сы.	 Отраженные	 растягивающие	 волны	 от	
свободной	поверхности	бесконечной	поло-
сы	 накладываются	 на	 сжимающие	 волны	
от	импульса.	Интерференция	прямых	и	от-
раженных	волн	приводит	к	нулевому	напря-

женному	состоянию	в	бесконечной	полосе	
при	воздействии	ступенчатой	функции.
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