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Рассматривается	создание	клеточных	автоматов	для	приближенного	вычисления	функций	lnx,	sinx,	tgx,	
sin(lnx).	Даётся	сравнение	клеточных	автоматов	по	точности	вычисления.
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Введение

Для	 вычисления	 функций	 используют-
ся	степенные,	рациональные	и	другие	раз-
ложения,	а	также	дифференциальные	урав-
нения	[1,	2].

Многие	 методы	 решения	 дифференци-
альных	уравнений	переводятся	на	язык	кле-
точных	автоматов,	 где	допускают	дальней-
шее	развитие,	приобретают	наглядную	фор-
му,	удобную	для	вычислений	и	программи-
рования.

В	статье	показано	создание	клеточных	ав-
томатов	для	приближенного	вычисления	не-
которых	функций.	На	основе	этих	клеточных	
автоматов	можно	создать	программы	для	при-
ближенного	 вычисления	 соответствующих	
функций.	Делается	сравнение	клеточных	ав-
томатов	по	точности	вычисления.

Клеточные	 автоматы	 изучаются	 и	 ис-
пользуются	 в	 математике,	 теории	 вычис-
лимости,	физике,	 теоретической	биологии,	
микромеханике.	Применение	клеточных	ав-
томатов	 для	 приближенного	 вычисления	
функций	в	литературе	не	обнаружено.

Клеточные	автоматы	для	приближенно-
го	вычисления	y(x)=lnx

Составим	из	первой	и	второй	произво-
дных	функции	y(x)=lnx	обыкновенное	диф-
ференциальное	уравнение	(1).

y′′′(x)=2/x3 ; y′′′=2y′3 													(1)

Чтобы	 найти	 решение	 уравнения	 (1),	
удовлетворяющее	 условиию	 y(x0)=lnx0,	 де-
лим	 интервал	 (x0,	 xm]	 на	 m	 промежутков	
длины	∆x=(xm–x0)/m и,	заменяя	y'(x)≈∆y/∆x,	
y	 x)≈∆2y/∆x2,	 получаем	 разностное	 уравне-
ние	(2)

(yk+2−2yk+1+yk)/∆x2=−((yk+1−yk)/∆x)2

(k=0,1,…,m−2; ∆x=(xm–x0)/m)    (2)
с	 дополнительными	 условиями	 y0=lnx0, 
y1=ln(x0+∆x).	Равенство	(2)	эквивалентно	(3),	
которое	 формально	 совпадает	 с	 определе-
нием	клеточного	автомата.

yk+2=2yk+1−yk−(yk+1−yk)
2													(3)

Для	решения	уравнения	(1)	можно	полу-
чить	другое	разностное	уравнение	(4),	если	
∆y заменить	на	yk−yk−1

(yk+2−2yk+1+yk)/∆x2=−((yk−yk−1)/∆x)2

(k=1,2,…,m−2; ∆x=(xm–x0)/m)											(4)
с	 дополнительными	 условиями	 y0=lnx0, 
y1=ln(x0+∆x), y2=ln(x0+2∆x).	 Равенство	 (4)	
эквивалентно	(5),	которое	формально	совпа-
дает	с	определением	клеточного	автомата.

yk+2=2yk+1−yk−(yk−yk−1)
2																(5)

Составим	из	первой	и	третьей	произво-
дных	функции	y(x)=lnx обыкновенное	диф-
ференциальное	уравнение	(6).

Y’’’(x)=2/x3 ; y’’’=2y’3																	(6)
Чтобы	 найти	 решение	 уравнения	 (6),	

удовлетворяющее	 условию	 y(x0)=lnx0,	 де-
лим	 интервал	 (x0, xm]	 на	 m	 промежутков	
длины	∆x=(xm–x0)/m и,	заменяя	y’(x)≈∆y/∆x,	
y’’’(x)≈∆3y/∆x3,	 получаем	 разностное	 урав-
нение	(7)

(yk+3−3yk+2+3yk+1−yk)/∆x3=2((yk+1−yk)/∆x)3

(k=0,1,…,m−3; ∆x=(xm–x0)/m)(7)
с	 дополнительными	 условиями	 y0=lnx0, 
y1=ln(x0+∆x), y2=ln(x0+2∆x).	 Равенство	 (7)	
эквивалентно	(8),	которое	формально	совпа-
дает	с	определением	клеточного	автомата.

yk+3=3yk+2−3yk+1+yk+2(yk+1−yk)
3							(8)
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В	табл.	1	приведены	отличия	между	y(x)=lnx	и	клеточными	автоматами	(3),	(5),	(8)	

при	разных	значениях	m, x0=1, xm=2.
Таблица 1

Отличия	между	y(x)=lnx	и	клеточными	автоматами	(3),	(5),	(8)	
при	разных	значениях	m,	x0=1, xm=2

m клеточный	автомат	(3) клеточный	автомат	(5) клеточный	автомат	(8)
10 1.4028*10-2 3.7446*10-2 3.3367*10-2

102 1.5205*10-3 4.5129*10-3 5.6231*10-3

103 1.5329*10-4 4.5937*10-4 5.9244*10-4

104 1.5341*10-5 4.6019*10-5 5.953*10-5

105 1.5342*10-6 4.6025*10-6 3.8345*10-5

Наименьшие	 отличия	 у	 клеточного	 ав-
томата	(3).	Сдвиг	по	∆y дал	клеточный	ав-
томат	(4),	у	которого	отличия	увеличились.	
Использование	третьей	производной	функ-
ции	дало	клеточный	автомат	(8),	у	которого	
наибольшие	отличия.	Увеличение	m	умень-
шает	отличие.

Клеточные автоматы для приближен-
ного  вычисления  y(x)=sinx. Составим	 из	
функции	y(x)=sinx	и	ее	производной	обык-
новенное	дифференциальное	уравнение	(9).

y’(x)=cosx=(1−sin2x)1/2 ; y’=(1−y2)1/2			(9)
Чтобы	 найти	 решение	 уравнения	 (4),	

удовлетворяющее	 условию	 y(x0)=sinx0,	 де-
лим	 интервал	 (x0, xm]	 на	 m	 промежутков	
длины	∆x=(xm–x0)/m и,	заменяя	y’(x)≈∆y/∆x,	
получаем	разностное	уравнение	(10)

(yk+1−yk)/∆x=(1−yk
2)1/2

(k=0,1,…,m−1; ∆x=(xm–x0)/m)						(10)
с	 дополнительным	 условием	 y0=sinx0.	 Ра-
венство	 (10)	 эквивалентно	 (11),	 которое	
формально	 совпадает	 с	 определением	 кле-
точного	автомата.

yk+1=yk+∆x(1−yk
2)1/2													(11)

Для	 решения	 уравнения	 (9)	 можно	 по-
лучить	 другое	 разностное	 уравнение	 (12),	
если	y заменить	на	yk−1

(yk+1−yk)/∆x=(1−yk−1
2)1/2

(k=1,2,…,m−1; ∆x=(xm–x0)/m)					(12)
с	 дополнительными	 условиями	 y0=sinx0, 
y1=sin(x0+∆x).	Равенство	(12)	эквивалентно	
(13),	которое	формально	совпадает	с	опре-
делением	клеточного	автомата.

yk+1=yk+∆x(1−yk−1
2)1/2									(13)

Составим	из	функции	y(x)=sinx	и	ее	вто-
рой	производной	обыкновенное	дифферен-
циальное	уравнение	(14).

y’’(x)=−sinx ; y’’=−y													(14)
Чтобы	 найти	 решение	 уравнения	 (14),	

удовлетворяющее	 условию	 y(x0)=sinx0,	 де-
лим	интервал	(x0, xm]	на	m	промежутков	дли-
ны	 ∆x=(xm–x0)/m  и,	 заменяя	 y’’(x)≈∆2y/∆x2,	
получаем	разностное	уравнение	(15)

(yk+2−2yk+1+yk)/∆x2=−yk
(k=0,1,…,m−2; ∆x=(xm–x0)/m)							(15)

с	 дополнительными	 условиями	 y0=sinx0, 
y1=sin(x0+∆x), y2=sin(x0+2∆x).	Равенство	 (15)	
эквивалентно	(16),	которое	формально	совпа-
дает	с	определением	клеточного	автомата.

yk+2=2yk+1−yk(1+∆x2)														(16)
В	 таблице	 2	 приведены	 отличия	 меж-

ду	y(x)=sinx	и	клеточными	автоматами	(11),	
(13),	 (16)	 при	 разных	 значениях	 m,	 x0=0, 
xm=1.

Таблица 2
Отличия	между	y(x)=sinx	и	клеточными	автоматами	(11),	(13),	(16)

при	разных	значениях	m,	x0=0, xm=1

m клеточный	автомат	(11) клеточный	автомат	(13) клеточный	автомат	(16)
10 1.7085*10-2 5.1126*10-2 3.9567*10-2

102 1.6676*10-3 5*10-3 4.1855*10-3

103 1.6636*10-4 4.9916*10-4 4.2052*10-4

104 1.6632*10-5 4.9896*10-5 4.2071*10-5

105 1.6632*10-6 4.9894*10-6 4.2074*10-6

Наименьшие	отличия	у	клеточного	автома-
та	(11).	Сдвиг	по	∆y дал	клеточный	автомат	(13),	
у	 которого	 отличия	 увеличились.	Использова-
ние	второй	производной	функции	дало	клеточ-

ный	автомат	(16),	у	которого	наибольшие	отли-
чия.	Увеличение	m	уменьшает	отличие.

Клеточные автоматы для приближен-
ного  вычисления  y(x)=tgx. Составим	 из	
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функции	y(x)=tgx	и	ее	производной	обыкно-
венное	дифференциальное	уравнение	(17).

y’(x)=1/cos2x=tg2x+1 ; y’=y2+1					(17)
Чтобы	 найти	 решение	 уравнения	 (17),	

удовлетворяющее	 условию	 y(x0)=tgx0,	 де-
лим	 интервал	 (x0, xm]	 на	 m	 промежутков	
длины	∆x=(xm–x0)/m и,	заменяя	y’(x)≈∆y/∆x,	
получаем	разностное	уравнение	(18)

(yk+1−yk)/∆x=yk
2+1

(k=0,1,…,m−1; ∆x=(xm–x0)/m)					(18)
с	дополнительным	условием	y0=tgx0.	Равен-
ство	 (18)	 эквивалентно	 (19),	 которое	 фор-
мально	 совпадает	 с	 определением	 клеточ-
ного	автомата.

yk+1=yk+∆x(yk
2+1)												(19)

Для	решения	уравнения	(17)	можно	по-
лучить	 другое	 разностное	 уравнение	 (20),	
если	y заменить	на	yk−1

(yk+1−yk)/∆x=yk−1
2+1

(k=1,2,…,m−1; ∆x=(xm–x0)/m)							(20)
с	 дополнительными	 условиями	 y0=tgx0, 
y1=tg(x0+∆x).	 Равенство	 (20)	 эквивалентно	
(21),	которое	формально	совпадает	с	опре-
делением	клеточного	автомата.

yk+1=yk+∆x(yk−1
2+1)														(21)

Составим	из	функции	y(x)=tgx	и	ее	вто-
рой	производной	обыкновенное	дифферен-
циальное	уравнение	(22).

y’’(x)=2tgxsec2x=2(tg3x+tgx) ; y’’=2(y3+y)  (22)
Чтобы	 найти	 решение	 уравнения	 (22),	

удовлетворяющее	 условию	 y(x0)=tgx0,	 де-
лим	интервал	(x0, xm]	на	m	промежутков	дли-
ны	 ∆x=(xm–x0)/m  и,	 заменяя	 y’’(x)≈∆2y/∆x2,	
получаем	разностное	уравнение	(23)

(yk+2−2yk+1+yk)/∆x2=2(yk
3+yk)

(k=0,1,…,m−2; ∆x=(xm–x0)/m)						(23)
с	 дополнительными	 условиями	 y0=tgx0, 
y1=tg(x0+∆x).	 Равенство	 (23)	 эквивалентно	
(24),	которое	формально	совпадает	с	опре-
делением	клеточного	автомата.

yk+2=2yk+1−yk+2∆x2(yk
3+yk)										(24)

В	 табл.	 3	 приведены	 отличия	 между	
y(x)=tgx	 и	 клеточными	 автоматами	 (19),	

(21),	 (24)	 при	 разных	 значениях	 m,	 x0=0, 
xm=1.

Наименьшие	 отличия	 у	 клеточного	 ав-
томата	(19).	Использование	второй	произво-
дной	функции	дало	клеточный	автомат	(24),	
у	которого	отличия	увеличились.	Сдвиг	по	
∆y дал	клеточный	автомат	 (21),	у	которого	
наибольшие	отличия.	Увеличение	m	умень-
шает	отличие.

Клеточные автоматы для приближен-
ного  вычисления  y(x)=sin(lnx). Составим	
из	 первой	 и	 второй	 производных	функции	
y(x)=sin(lnx)  обыкновенное	 дифференци-
альное	уравнение	(25).
y’(x)=cos(lnx)/x ; y’’(x)=−(sin(lnx)+cos(lnx))/x2	;

 y’’=− y’2 (y/(1−y2)+1/(1−y2)0.5)      (25)
Чтобы	найти	решение	уравнения	 (25),	удо-

влетворяющее	 условиию	 y(x0)=sin(lnx0),	 делим	
интервал	(x0, xm]	на	m	промежутков	длины	∆x=(xm–
x0)/m и,	заменяя	y’(x)≈∆y/∆x,	y’’(x)≈∆2y/∆x2,	полу-
чаем	разностное	уравнение	(26)

(yk+2−2yk+1+yk)/∆x2=−((yk+1−yk)/∆x)2

(yk/(1−yk
2)+1/(1−yk

2)0.5)
(k=0,1,…,m−2; ∆x=(xm–x0)/m)							(26)

с	дополнительными	условиями	y0=sin(lnx0), 
y1=sin(ln(x0+∆x)).	 Равенство	 (26)	 эквива-
лентно	(27),	которое	формально	совпадает	с	
определением	клеточного	автомата.

yk+2=2yk+1−yk−(yk+1−yk)
2(yk/(1−yk

2)
+1/(1−yk

2)0.5)                      (27)
Для	решения	уравнения	(25)	можно	по-

лучить	 другое	 разностное	 уравнение	 (28),	
если	∆y заменить	на	yk−yk−1

(yk+2−2yk+1+yk)/∆x2=−((yk−yk−1)/∆x)2

(yk/(1−yk
2)+1/(1−yk

2)0.5)
(k=1,2,…,m−2; ∆x=(xm–x0)/m)						(28)

с	дополнительными	условиями	y0=sin(lnx0), 
y1=sin(ln(x0+∆x)), y2=sin(ln(x0+2∆x)).	Равен-
ство	 (28)	 эквивалентно	 (29),	 которое	 фор-
мально	 совпадает	 с	 определением	 клеточ-
ного	автомата.

yk+2=2yk+1−yk−(yk−yk−1)
2(yk/(1−yk

2)
+1/(1−yk

2)0.5)                 (29)

Таблица 3
Отличия	между	y(x)=tgx	и	клеточными	автоматами	(19),	(21),	(24)	

при	разных	значениях	m,	x0=0, xm=1

m клеточный	автомат	(19) клеточный	автомат	(21) клеточный	автомат	(24)
10 1.6*10-1 3.2244*10-1 2.2753*10-1

102 2.043*10-2 5.7268*10-2 3.1317*10-2

103 2.102*10-3 6.2598*10-3 3.2572*10-3

104 2.1082*10-4 6.3198*10-4 3.2704*10-4

105 2.1088*10-5 6.3258*10-5 3.2717*10-5
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Составим	из	первой	и	третьей	произво-

дных	 функции	 y(x)=sin(lnx)  обыкновенное	
дифференциальное	уравнение	(30).

y’’’(x)=(3sin(lnx)+cos(lnx))/x3 ; 
y’’’=3yy’3/(1−y2)1.5+ y’3/(1−y2)							(30)

Чтобы	найти	решение	уравнения	 (70),	удо-
влетворяющее	условию	y(x0)=sin(lnx0),	делим	ин-
тервал	(x0, xm]	на	m	промежутков	длины	∆x=(xm–
x0)/m и,	заменяя	y’(x)≈∆y/∆x,	y’’’(x)≈∆3y/∆x3,	полу-
чаем	разностное	уравнение	(31)

(yk+3−3yk+2+3yk+1−yk)/∆x3=
((yk+1−yk)/∆x)3(3yk/(1−yk

2)1.5+1/(1−yk
2))

(k=0,1,…,m−3; ∆x=(xm–x0)/m)        (31)
с	дополнительными	условиями	y0=sin(lnx0), 
y1=sin(ln(x0+∆x)), y2=sin(ln(x0+2∆x)).	Равен-
ство	 (31)	 эквивалентно	 (32),	 которое	 фор-
мально	 совпадает	 с	 определением	 клеточ-
ного	автомата.

yk+3=3yk+2−3yk+1+yk+(yk+1−yk)
3

(3yk/(1−yk
2)1.5+1/(1−yk

2))            (32)
В	 табл.	 4	 приведены	 отличия	 между	

y(x)=sin(lnx)	и	клеточными	автоматами	(27),	
(29),	 (32)	 при	 разных	 значениях	 m, x0=1, 
xm=2.

Таблица 4
Отличия	между	y(x)=sin(lnx)	и	клеточными	автоматами	(27),	(29),	(32)	

при	разных	значениях	m,	x0=1, xm=2

m клеточный	автомат	(27) клеточный	автомат	(29) клеточный	автомат	(32)
10 1.6*10-3 3.6*10-2 1.5*10-3

102 1.7*10-4 3.7*10-3 4*10-4

103 1.7*10-5 3.8*10-4 4.3*10-5

104 1.7*10-6 3.8*10-5 4.4*10-6

105 1.7*10-7 3.8*10-6 1.3*10-4

Наименьшие	отличия	у	клеточного	авто-
мата	(27).	Сдвиг	по	∆y дал	клеточный	авто-
мат	 (29),	 у	 которого	 отличия	 увеличились.	
Использование	третьей	производной	функ-
ции	дало	клеточный	автомат	(32),	у	которо-
го	отличия	больше	чем	у	клеточного	авто-
мата	(27),	за	исключением	m=10.	Увеличе-
ние	m	уменьшает	отличие,	за	исключением	
клеточного	автомата	(32)	при	m=105.

Заключение
Для	 приближенного	 вычисления	 функ-

ции	могут	быть	созданы	различные	клеточ-
ные	автоматы.	Источниками	клеточных	ав-
томатов	 могут	 быть	 дифференциальные	 и	
разностные	уравнения.	Если	на	основе	кле-

точного	 автомата	 требуется	 создать	 про-
грамму	 для	 приближенного	 вычисления	
функции,	 то	 рекомендуется	 использовать	
дифференциальное	уравнение	с	минималь-
ным	 порядком.	 Для	 повышения	 точности	
вычисления	рекомендуется	уменьшать	шаг	
вычисления.
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