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Приводится некоторая информация о моделировании плоских нестационарных упругих волн в упру-
гой полуплоскости. Для решения поставленной задачи применяется волновое уравнение механики дефор-
мируемого твердого тела. На основе метода конечных элементов в перемещениях разработаны методика, 
алгоритм и комплекс программ для решения линейных динамических задач теории упругости. Основные 
соотношения метода конечных элементов получены с помощью принципа возможных перемещений. Линей-
ная динамическая задача с начальными и граничными условиями с помощью метода конечных элементов 
в  перемещениях  приведена  к  системе  линейных  обыкновенных  дифференциальных  уравнений  с  началь-
ными условиями. Получена явная двухслойная схема. При решении сложных задач возникают проблемы 
оценки достоверности полученных результатов. В работе рассматривается оценка точности и достоверности 
результатов  численного моделирования  волн  напряжений  при  распространении  плоской  нестационарной 
упругой волны в полуплоскости. В качестве воздействия применяется функция Хевисайда. Решается систе-
ма уравнений из 59048 неизвестных. 
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Is some information about the modeling of a flat non-stationary elastic waves in an elastic half-plane. To solve 
this problem apply the wave equation mechanics of deformable solids. On the basis of the finite element method in 
displacements the developed method, algorithm and program complex for the solution of linear dynamic problems 
of  the elasticity  theory. Basic  relations of  the finite  element method obtained by using  the principle of possible 
displacements. Linear dynamic problem with  initial and boundary conditions using  the finite element method  in 
displacements given to the system of linear ordinary differential equations with initial conditions. The explicit two-
layer scheme. When complex tasks arise problems of estimation of reliability of the results. This paper considers 
the evaluation of the accuracy and reliability of results of numerical simulation of stress waves in the propagation of 
plane elastic nonstationary waves in a half-plane. As exposure to apply the function of Heaviside. Solve the system 
of equations of 59048 unknown.
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Расчеты  проводились  при  следующих 
единицах измерения: килограмм-сила (кгс); 
сантиметр  (см);  секунда  (с).  Для  перехода 
в другие единицы измерения были приняты 
следующие допущения: 1 кгс/см2 ≈ 0,1 МПа; 
1 кгс с2/см4 ≈ 109 кг/м3.  

Некоторая  информация  о  моделирова-
нии нестационарных волн напряжений в де-
формируемых телах различной формы при-
ведена в работах [1–10] . 

В работах [1, 3–4, 7–8] приведена инфор-
мация  о  физической  достоверности  и  ма-

тематической  точности  рассматриваемого 
численного метода, алгоритма и комплекса 
программ. 

Приводится  информация  о  численном 
моделировании  нестационарных  упругих 
плоских волн напряжений в упругой полу-
плоскости. 

Для  оценки  физической  достоверности 
и  математической  точности  применяется 
численное  моделирование.  На  основе  ме-
тода  конечных  элементов  в  перемещениях 
разработаны  методика,  алгоритм  и  ком-
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плекс программ для решения линейных 
двумерных плоских задач динамической 
теории упругости. Основные соотношения 
метода конечных элементов получены с по-
мощью принципа возможных перемещений. 
Задачи решаются методом сквозного счета, 
без выделения разрывов. Исследуемая об-
ласть по пространственным переменным  
разбивается  на треугольные конечные эле-
менты с тремя узловыми точками с линей-
ной аппроксимацией упругих перемещений 
и на прямоугольные конечные элементы 
с четырьмя узловыми точками с билиней-
ной аппроксимацией упругих перемещений. 
По временной переменной исследуемая 
область разбивается на линейные конеч-
ные элементы с двумя узловыми точками 
с линейной аппроксимацией упругих пере-
мещений. За основные неизвестные в узле 
конечного элемента приняты два переме-
щения и две скорости перемещений. Задача 
с начальными условиями с помощью конеч-
ноэлементного варианта метода Галеркина 
приведена к явной двухслойной схеме. 

Рассмотрим задачу о воздействии пло-
ской продольной волны в виде функции Хе-
висайда (рис. 2) на упругую полуплоскость 
(рис. 1).

Рис. 1. Постановка задачи о распространении 
плоских продольных нестационарных упругих 

волн в полуплоскости

На границе полуплоскости AB приложе-
но нормальное напряжение yσ , которое при 
0 10n≤ ≤  ( / )n t t= ∆  изменяется линейно 
от 0 до P, а при 10n ≥  равно P ( 0P = σ , 

0 0,1σ = −  МПа (–1 кгс/см2)). Гранич-
ные условия для контура BCDA при 0t >  

0u v u v= = = =  . Отраженные волны 
от контура BCDA не доходят до иссле-
дуемых точек при 0 100n≤ ≤ . Расче-
ты проведены при следующих исходных 

данных: H x y= ∆ = ∆ ; Dt=1,393∙10–6 с; 
E=3,15∙104 МПа (3,15∙105 кгс/см2); 0,2ν = ; 
r=0,255∙104 кг/м3 (0,255∙10–5 кгс∙с2/см4);  
Cp= 3587 м/с; Cs=2269 м/с. Решается систе-
ма уравнений из 59048 неизвестных.

На рис. 3–12 представлено изменение 
нормального напряжения yσ  ( 0/y yσ = σ σ ) 
во времени n в точках B1–B10: 1 – числен-
ное решение; 2 – аналитическое решение.

Рис. 2. Воздействие типа функции Хевисайда 

Рис. 3. Изменение упругого нормального 
напряжения yσ  во времени /t t∆  в точке В1:  

1 – численное решение; 2 – аналитическое 
решение

Рис. 4. Изменение упругого нормального 
напряжения yσ  во времени /t t∆  в точке В2: 

1 – численное решение; 2 – аналитическое 
решение
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Рис. 5. Изменение упругого нормального 
напряжения yσ  во времени /t t∆  в точке В3: 

1 – численное решение; 2 – аналитическое 
решение

Рис. 6. Изменение упругого нормального 
напряжения yσ  во времени /t t∆  в точке В4: 

1 – численное решение; 2 – аналитическое 
решение

Рис. 7. Изменение упругого нормального 
напряжения yσ  во времени /t t∆  в точке 

В5: 1 – численное решение; 2 – аналитическое 
решение

Рис. 8. Изменение упругого нормального 
напряжения yσ  во времени /t t∆  в точке В6: 

1 – численное решение; 2 – аналитическое 
решение

Рис. 9. Изменение упругого нормального 
напряжения yσ  во времени /t t∆  в точке В7: 

1 – численное решение; 2 – аналитическое 
решение

Рис. 10. Изменение упругого нормального 
напряжения yσ  во времени /t t∆  в точке В8: 

1 – численное решение; 2 – аналитическое 
решение
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Рис. 11. Изменение упругого нормального 
напряжения yσ  во времени /t t∆  в точке В9: 

1 – численное решение; 2 – аналитическое 
решение

Рис. 12. Изменение упругого нормального 
напряжения yσ  во времени /t t∆  в точке В10: 

1 – численное решение; 2 – аналитическое 
решение

На фронте плоской продольной волны 
имеется следующая аналитическая зависи-
мость для плоского напряженного состоя-
ния 0yσ = − σ . Отсюда видим, что точное 
решение задачи соответствует воздействию 

0σ  (рис. 2). Для нормального напряжения 
yσ  имеется хорошее качественное и коли-

чественное совпадение с результатом ана-
литического решения. На основании прове-
денных исследований можно сделать вывод 
о физической достоверности результатов 
численного решения задач при распростра-
нении нестационарных упругих волн в де-
формируемых телах. Сравнение результа-
тов нормальных напряжений, полученных 
с помощью метода конечных элементов 
в перемещениях, при решении задачи о рас-
пространении плоских продольных неста-
ционарных упругих волн в полуплоскости 
с результатами аналитического решения, 
показало хорошее совпадение. 
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