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3D МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ 
И РАССЛОЕНИЯ ЖИДКИХ ФАЗ В ТРОЙНОЙ СИСТЕМЕ Сu–Tl–Sn
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Проведен расчет и 3D моделирование поверхности кристаллизации меди в интервале концентраций 
xCu = 0,85–1,0 моль доли по разрезам yTl = xTl/(xSn + хTl) = 0–1,0 и поверхности расслоения жидких сплавов 
в интервале концентраций xSn = 0,17–0,85 моль доли по разрезам yCu = xCu/(xCu + хTl) = 0–1,0 в тройной систе-
ме Сu–Tl–Sn. Уравнение расчета включает аналитические выражения ликвидуса и расслоения двойных гра-
ничных систем и функцию, определенную по ограниченному количеству экспериментальных данных ДТА 
для тройной системы Сu–Tl–Sn. Полученные аналитические зависимости T = f(x, y) позволили рассчитать 
и 3D визуалировать поверхности кристаллизации меди и расслоения жидких сплавов Сu–Tl–Sn с помощью 
программ grafi kus.ru/plot3d и OriginLab2015.
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3D MODELING OF THE CRYSTALLIZATION AND IMMISCIBILITY SURFACES 
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The calculation and 3D modeling of crystallization surface of copper in the concentration xCu = 0,855–1,0 
mole fraction for section yTl = xTl/(xSn + xTl) = 0–1,0 and immiscibility surface in the concentration xSn = 0–0,55 
mole fraction for section yCu = xCu/(xCu + xTl) = 0–1,0 in ternary system Cu–Tl–Sn were carried out. The equation 
for calculating includes analytical expressions of liquidus and immiscibility of boundary binary systems and 
function defi ned on a limited number of DTA data for the ternary system Сu–Tl–Sn. Using grafi kus.ru/plot3d and 
OriginLab2015 computer programs the primary crystallization surface of copper and immiscibility surface alloys as 
the analytical dependence T = f(x, y) were modeled and 3D visualized.
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Твердые растворы и интерметалличе-
ские фазы тройной системы Cu–Tl–Sn явля-
ются перспективными материалами в связи 
с их высокой электро- и теплопроводно-
стью, коррозионной устойчивостью [4]. 
Фазовая диаграмма этой тройной системы, 
изученная в [5], находится в соответствии 
с характером фазовых равновесий гранич-
ных двойных систем Cu–Tl, Cu–Sn и Tl–Sn 
[7, 8]. В системе Cu–Tl имеет место рас-
слоение жидких сплавов. При температуре 
монотектического равновесия 1241 К рас-
слоение на жидкости охватывает область 
составов xCu = 0,17–0,855. Критическая 
температура растворимости равна 1533 К. 
Системы Cu–Sn и Tl–Sn характеризуются 
образованием ограниченных твердых рас-
творов и интерметаллических фаз с обла-
стями гомогенности. Субсолидусная фазо-
вой диаграмма тройной системы Cu–Tl–Sn, 
в основном, состоит из фаз на основе меди. 

Целю данной работы является аналити-
ческий расчет и 3D моделирование поверх-

ности кристаллизации меди и поверхности 
расслоения жидких сплавов в тройной си-
стеме Сu–Tl–Sn. Использована расчетная 
методика, апробированная в [1–3, 6] на си-
стемах Сu–Tl–Pb и Сu–Tl–Ge.

Результаты расчета и обсуждение

Моделирование поверхности 
кристаллизации меди

Уравнение аналитической модели по-
верхности кристаллизации компонента 
1 компонента тройной системы 1–2–3 име-
ет вид
 Т(123)(x, y) = y2·Т1(12) (х1) + (1 – y2)Т1(13) (х1) +  
 + aх1(1 – х1)

2y2(1–y2),  (1)
где Т – температура, в К; y2 = x2/(1 – х1);
(1–y2) = x3/(1 – х1); a – определяется по 
3–5 измерениям ДТА для тройной системы. 
Т1(12) (х1) и Т1(13)(х1) – аналитические выраже-
ния ликвидуса двойных граничных систем. 
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Уравнение (1) применительно к системе 
Cu–Sn–Tl имеет вид
 Т(Cu–Sn–Tl) = ySnТ(Cu–Sn)(хCu) + 
 + (1 – ySn)Т(Cu–Tl)(хCu) +  
 + aхCu(1 – хCu)ySn(1–ySn),  (2)
где y = xTl/(1 – хCu); (1–y) = xSn/(1 – хCu);
 T(Cu–Tl) = 1358 – 1480(1 – xCu)y + 
 + 4800(1 – xCu)

2; (3)

 Т(Cu–Sn) = 1358 – 600(1 – xCu) –  
 – 8800(1 – xCu)

2. (4)
Соотношения (3) и (4) с высокой точно-

стью аппроксимируют кривые ликвидуса 
меди в двойных граничных системах Cu–Tl 
и Cu–Sn (таблица). 

Подставляя аналитические выражения 
кривых ликвидуса меди в двойных гра-

ничных системах и значение параметра а 
в уравнение (2) получаем:
 T = 1358 – 1480(1 – xCu)y + 4800(1 – xCu)

2y – 
 –600(1 – xCu)(1 – y) – 8800(1 – xCu)

2(1 – y) +  
 + 400xCu(1 – xCu)y(1 – y),  (5) 
где x = xCu; y = xTl/(1 – xСu).

Для упрощения функции T = f(x, y) 
в компьютерной программе уравнение (5) 
использовали в виде:
 T = 1358 – 1480xy + 4800x2y – 600x(1 – y) – 
 – 8800x2(1 – y) + 400x(1 – x)y(1 – y),  (6) 
где x = (1 – xCu) = 0–0,15; y = 0–1.

Поверхность кристаллизации меди 
в тройной системе Cu–Tl–Sn в интерва-
ле концентрации xCu = 0,845–1,0, вычис-
ленная по уравнению (6), визуалирована 
на рис. 1. 

Экспериментальные и расчетные данные для кривых кристаллизации меди 
в системах Cu–Tl и Cu–Sn в интервале концентрации xCu = 0,85–1,0

хCu(Cu–Tl) Т, К хCu (Cu–Sn) Т, К
Эксп. [6] Расчет (3) Эксп. [6] Расчет (4)
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Рис. 1. 3D модель поверхности кристаллизации меди в системе Cu–Tl–Sn 

Моделирование поверхности расслоения
Система Cu–Tl имеет фазовую диа-

грамму с монотектическим (1241 К) и эв-
тектическим (566 К) равновесиями. При 
температуре монотектики, область не-
смешиваемость расположена в интервале 

концентраций xCu = 0,17–0,845. Критиче-
ская температура растворимости (1533 К) 
уменьшается с добавлением олова [7]. Для 
расчета и моделирования поверхности рас-
слоения жидких сплавов в тройной системе 
Cu–Tl–Sn использован следующий подход. 
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Вначале определили аналитическое выра-
жение кривой расслоения в системе Cu–Tl:

 T, K = 1241 + 3330 
 (0,855 – y)(y – 0,17),  (7)

где y = xCu/(xCu + xTl). Далее по эксперимен-
тальным данным измерений ДТА трех сим-
метрично расположенных составов тройной 
системы определили функцию зависимости 
критической температуры растворимости 
от концентрации олова:

 T, K = 1241 + 3330
 (0,855 – y)(y – 0,17)(0,55 – xSn)

0,5, (8)

которая позволила с высокой точностью 
вычислить и визуалировать поверхности 
расслоения в тройной системе Cu–Pb–Tl 
в интервале концентраций yCu = 0,17–0,855; 
xSn = 0–0,55 (рис. 2).

3D графики на рис. 1 и 2 отражают 
координаты моно- нонвариантных равно-
весий в системе Cu–Tl–Sn в температур-
ной области 1000–1550 К [5]. В связи 
с высокой температуры затвердевания 
меди и его интерметаллидов, при ох-
лаждении вначале выделяется медь или 
(Cu), далее (Cu) с малой областью го-
могенности (рис. 1). Критическая темпе-
ратура растворимости в жидком состо-
янии с увеличением содержания олово 
уменьшается с 1533 К и достигает 870 К 
при xSn = 0,55 (рис. 2).

Заключение
Таким образом, на основании фазовых 

диаграмм граничных бинарных систем с ис-
пользованием ограниченного числа данных 
ДТА получены в явном виде аналитические 
зависимости T = f(состав), позволившие 
рассчитать и 3D моделировать поверхности 
кристаллизации меди и расслоения жидких 
сплавов в системе Сu–Tl–Sn. Полученные 
3D модели могут быть использованы для 
выбора условий получения сплавов систе-
мы Сu–Tl–Sn с заданными свойствами.
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Рис. 2. 3D модель поверхности расслоения жидких сплавов в системе Cu–Tl–Sn 


