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Рассматривается	некоторая	информация	численного	решения	задачи	о	воздействии	воздушной	ударной	
волны	на	консоль	 (соотношение	ширины	к	высоте	один	к	десяти)	с	упругой	полуплоскостью.	Для	реше-
ния	поставленной	задачи	применяются	уравнения	нестационарной	динамической	теории	упругости.	Задача	
моделируется	 с	 учетом	 воздушной	 и	 твердой	 деформируемой	 сред.	Приводится	 нормальное	 напряжение	
в	характерной	области	консоли. Для	решения	двумерной	нестационарной	динамической	задачи	математи-
ческой	теории	упругости	с	начальными	и	граничными	условиями	используем	метод	конечных	элементов	
в	перемещениях.	Задача	решается	методом	сквозного	счета,	без	выделения	разрывов.	Применяется	одно-
родный	алгоритм.	С	помощью	метода	конечных	элементов	в	перемещениях,	линейную	задачу	с	начальными	
и	 граничными	 условиями	 привели	 к	 линейной	 задаче	Коши.	Показано	 изменение	 упругого	 нормального	
напряжения	в	точках,	находящихся	в	верхней	области	консоли.	
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Discusses	some	details	of	the	numerical	solution	of	the	problem	of	the	impact	of	air	shock	waves	on	a	console	
(the	ratio	of	width	 to	height	of	one	 to	 ten)	with	an	elastic	half-plane.	To	solve	 this	problem	apply	 the	equations	
of	 non-stationary	 dynamic	 theory	 of	 elasticity.	The	 task	 is	 simulated	with	 the	 air	 and	 solid	 deformable	media.	
Is	 normal	 stress	 in	 a	 characteristic	 region	 of	 the	 console.	 For	 solving	 two-dimensional	 nonstationary	 dynamic	
problems	of	mathematical	elasticity	theory	with	initial	and	boundary	conditions	using	the	finite	element	method	in	
displacements.	The	problem	is	solved	by	the	method	of	end-to-end	account,	without	allocation	of	breaks.	Applies	a	
uniform	algorithm.	Using	the	method	of	finite	elements	in	displacements,	a	linear	problem	with	initial	and	boundary	
conditions	led	to	a	linear	Cauchy	problem.	Shows	the	change	of	the	elastic	normal	stress	at	points	in	the	upper	pane	
of	the	console.	
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Для	прогноза	безопасности	уникальных	
сооружений,	 находящихся	 в	 воздушной	
и	твердой	деформируемой	среде,	при	волно-
вых	 воздействиях	 применяется	 численное	
моделирование.	На	основе	метода	конечных	
элементов	в	перемещениях	разработаны	ме-
тодика,	алгоритм	и	комплекс	программ	для	
решения	линейных	двумерных	плоских	за-
дач,	 которые	 позволяют	 решать	 сложные	
задачи	 при	 волновых	 воздействиях	 на	 со-
оружения.	 Основные	 соотношения	 метода	
конечных	элементов	получены	с	помощью	
принципа	 возможных	 перемещений.	 Ма-
трица	 упругости	 выражена	 через	 скорость	
продольных	 волн,	 скорость	 поперечных	
волн	и	плотность.	

Некоторая	 информация	 о	 моделирова-
нии	 нестационарных	 упругих	 волн	 напря-
жений	в	деформируемых	областях	с	помо-
щью	рассматриваемого	 численного	метода	
приведена	в	следующих	работах	[1–10]. 

Расчеты	 проводились	 при	 следующих	
единицах	 измерения:	 килограмм-сила	 (кгс);	
сантиметр	 (см);	 секунда	 (с).	 Для	 перехо-
да	 в	 другие	 единицы	 измерения	 были	 при-
няты	 следующие	 допущения:	 1	 кгс/см2	≈	 
≈	0,098	МПа;	1	кгс	с2/см4	≈	0,98×109	кг/м3.	

В	 работах	[1–4,	 6–10]	 приведена	 ин-
формация	 о	 физической	 достоверности	
и	 математической	 точности	 применяемого	
численного	метода,	алгоритма	и	комплекса	
программ.
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Рис. 2. Ударное воздействие для задачи 
о воздействии воздушной ударной волны на 

консоль с упругой полуплоскостью (соотношение 
ширины к высоте консоли – один к десяти)

Рассмотрим	задачу	о	воздействии	воздуш-
ной	ударной	волны	(рис.	2)	на	консоль	(соот-
ношение	 ширины	 к	 высоте	 консоли	 –	 один	
к	десяти)	с	упругой	полуплоскостью	(рис.	1).	

На	 контуре	 ED	 приложено	 нормаль-
ное	 воздействие	 σx,	 которое	 при	 0	≤	n	≤	10	
( /n t t= ∆ )	 изменяется	 от	 0	 до	 P,	 а	 при	
11	≤	n	≤	30	 равно	 P	 и	 при	 31	≤	n	≤	40	 из-
меняется	 от	 P	 до	 0	 (P	=	σ0,	 σ0	=	0,098	МПа	 
(1	кгс/см2)).	Принято	следующее	допущение:	
1	кгс/см2	≈	0,098	МПа.	Граничные	условия	для	
контура	 ABCIJH 	при	 0t >  0u v u v= = = =  .	

Отраженные	 волны	 от	 контура	 ABCIJH 	 не	
доходят	до	исследуемых	точек	при	0	≤	n	≤	50.	
На	границе	 CDEFGH 	приняты	условия	не-
прерывности	перемещений.	

Рис. 3. Точки B1–B10, в которых получены 
упругие напряжения во времени для задачи 
о воздействии воздушной ударной волны на 

консоль с упругой полуплоскостью (соотношение 
ширины к высоте консоли – один к десяти) 

Для	 воздушной	 деформируемой	 среды	
ABCDEFGH	 приняты	 следующие	 исход-
ные	данные:	H x y= ∆ = ∆ ;	∆t	=	0,147×10-4	с;	
Cp	=	340	м/с;	ρ	=	1,2	кг/м

3 (1,245×10-9	кгс	с2/
см4).	Принято	следующее	допущение:	1	кгс	
с2/см4	≈	0,98×109	кг/м3.	

Рис. 1. Постановка задачи о воздействии воздушной ударной волны на консоль с упругой 
полуплоскостью (соотношение ширины к высоте консоли – один к десяти)
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Рис. 4. Изменение упругого нормального 
напряжения  во времени t/∆t в точке B1 
(соотношение ширины к высоте консоли –  

один к десяти) 

Рис. 5. Изменение упругого нормального 
напряжения  во времени t/∆t в точке B2 
(соотношение ширины к высоте консоли –  

один к десяти)

Рис. 6. Изменение упругого нормального 
напряжения  во времени t/∆t в точке B3 
(соотношение ширины к высоте консоли –  

один к десяти)

Для	 твердой	 деформируемой	 среды	
HGFEDCIJ 	 приняты	 следующие	 исход-
ные	данные:	H x y= ∆ = ∆ ;	∆t	=	9,263×10-7	с;	 
E	=	6,958×104	МПа	(7,1×105	кгс/см2);	ν	=	0,34;	
ρ	=	2,7×103 кг/м3	 (2,755×10-6	кгс	 с2/см4);	 
Cp	=	5398	м/с;	Cs	=	3078	м/с.	Приняты	сле-

дующие	допущения:	1	кгс/см2	≈	0,098	МПа;	
1	кгс	с2/см4	≈	0,98×109	кг/м3.	

Рис. 7. Изменение упругого нормального 
напряжения  во времени t/∆t в точке B4 
(соотношение ширины к высоте консоли –  

один к десяти)

Рис. 8. Изменение упругого нормального 
напряжения  во времени t/∆t в точке B5 
(соотношение ширины к высоте консоли –  

один к десяти)

Рис. 9. Изменение упругого нормального 
напряжения  во времени t/∆t в точке B6 
(соотношение ширины к высоте консоли –  

один к десяти)

В	 расчетах	 принимается	 минимальный	
шаг	по	времени,	то	есть	∆t	=	9,263×10-7.

Исследуемая	 расчетная	 область	 имеет	
4008004	 узловых	 точек.	 Решается	 система	
уравнений	из	16032016	неизвестных.	
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Рис. 10. Изменение упругого нормального 
напряжения  во времени t/∆t в точке B7 
(соотношение ширины к высоте консоли –  

один к десяти)

Рис. 11. Изменение упругого нормального 
напряжения  во времени t/∆t в точке B8 
(соотношение ширины к высоте консоли –  

один к десяти)

Рис. 12. Изменение упругого нормального 
напряжения  во времени t/∆t в точке B9 
(соотношение ширины к высоте консоли –  

один к десяти)

На	 рис.	4–13	 представлено	 измене-
ние	упругого	нормального	напряжения	 xσ   
( 0/x xσ = σ σ )	 во	 времени	 n	 в	 точках	 B1–
B10	консоли	(рис.	3).	

Рис. 13. Изменение упругого нормального 
напряжения  во времени t/∆t в точке B10 
(соотношение ширины к высоте консоли –  

один к десяти)

Выводы
1.	Для	 прогноза	 безопасности	 объекта,	

находящегося	в	воздушной	и	твердой	дефор-
мируемой	среде,	при	волновых	воздействиях	
применяется	численное	моделирование.	

2.	Разработаны	 методика,	 алгоритм	
и	 комплекс	 программ	 для	 решения	 линей-
ных	двумерных	плоских	задач,	которые	по-
зволяют	решать	сложные	задачи	при	волно-
вых	воздействиях.	

3.	Матрица	 упругости	 выражена	 через	
скорость	продольных	волн,	 скорость	попе-
речных	волн	и	плотность.	

4.	Исследуемая	 область	 разбивается	 по	
пространственным	переменным	на	треуголь-
ные	 и	 прямоугольные	 конечные	 элементы	
первого	порядка.	По	временной	переменной	
исследуемая	область	 разбивается	на	 линей-
ные	конечные	элементы	первого	порядка.	

5.	За	 основные	 неизвестные	 приняты	
два	перемещения	и	две	скорости	перемеще-
ний	в	узле	конечного	элемента.	

6.	Линейная	 динамическая	 задача	 с	 на-
чальными	и	граничными	условиями	в	виде	
дифференциальных	 уравнений	 в	 частных	
производных	 приведена	 к	 системе	 линей-
ных	 обыкновенных	 дифференциальных	
уравнений	 с	начальными	условиями,	 кото-
рая	решается	по	явной	двухслойной	схеме.

7.	Растягивающее	 упругое	 нормальное	
напряжение	 xσ 	 от	 точки	B1	 до	 точки	B10	
консоли	изменяется	от	значения	 0,207xσ =  
до	значения	 0,378xσ = .	Сжимающее	упру-
гое	нормальное	напряжение	 xσ 	от	точки	B1	
до	точки	B10	консоли	изменяется	от	значе-
ния	 0,25xσ = − 	до	значения	 0,867xσ = − .	

8.	Полученные	 результаты	 можно	 оце-
нить	 как	 первое	 приближение	 к	 решению	
сложной	 комплексной	 задачи	 о	 воздей-
ствии	воздушной	ударной	волны	на	консоль	
с	упругой	полуплоскостью,	с	помощью	чис-
ленного	 моделирования	 волновых	 уравне-
ний	теории	упругости.
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