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Для решения двумерной нестационарной динамической задачи математической теории упругости с на-
чальными и граничными условиями используем метод конечных элементов в перемещениях. Задача реша-
ется методом сквозного счета, без выделения разрывов. Применяется однородный алгоритм. С помощью 
метода конечных элементов в перемещениях, линейную задачу с начальными и граничными условиями при-
вели к линейной задаче Коши. На основе метода конечных элементов в перемещениях разработана методика, 
разработан алгоритм и составлен комплекс программ для решения двумерных линейных и нелинейных за-
дач при различных начальных и граничных условиях, для областей сложной формы. Комплексы программ 
написаны на алгоритмическом языке Фортран-90. Рассмотрена задача о воздействии упругой ударной волны 
от лавины на защитное сооружение без полости. С помощью численного моделирования получены контур-
ные напряжения в характерных областях исследуемой задачи.
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For solving two-dimensional nonstationary dynamic problems of mathematical elasticity theory with initial 
and boundary conditions using the finite element method in displacements. The problem is solved by the method of 
end-to-end account, without allocation of breaks. Applies a uniform algorithm. Using the method of finite elements 
in displacements, a linear problem with initial and boundary conditions led to a linear Cauchy problem. On the 
basis of the finite element method in displacements the developed methodology, designed the algorithm and drafted 
a set of programs for solving linear and nonlinear two-dimensional problems with various initial and boundary 
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Для решения задачи о  моделировании 
упругих нестационарных волн напряжений 
в деформируемых областях сложной формы 
рассмотрим некоторое тело Г в прямоуголь-
ной декартовой системе координат XOY, 
которому в начальный момент времени t = 0 
сообщается механическое нестационарное 
импульсное воздействие. 

Предположим, что тело Г изготовлено 
из однородного изотропного материала, 
подчиняющегося упругому закону Гука при 
малых упругих деформациях. 

Точные уравнения двумерной (плоское 
напряженное состояние) динамической те-
ории упругости имеют вид

, , 

(x, y)∈Г,
2 2 2( - 2 )x p x p s yC C Cσ = r ε + r ε , 

2 2 2( - 2 )y p y p s xC C Cσ = r ε + r ε , 2
xy s xyCτ = r γ , 

, , , 

	 ( , ) ( )x y S∈ Γ 	 (1)
где σx, σy и  τxy  – компоненты тензора 
упругих напряжений; εx, εy и  γxy  – ком-
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поненты тензора упругих деформаций;  
u и v – составляющие вектора упругих пере-
мещений вдоль осей OX и OY соответственно;  

ρ – плотность материала; 2(1- )p
EC =

r n
 – 

скорость продольной упругой волны; 

2 (1 )s
EC =

r + n
  – скорость поперечной 

упругой волны; ν – коэффициент Пуассона; 
E – модуль упругости; 1 2( )S S S  – гранич-
ный контур тела Г.

Систему (1) в  области, занимаемой те-
лом Г, следует интегрировать при началь-
ных и граничных условиях. 

Для решения двумерной нестационар-
ной динамической задачи математической 

теории упругости с  начальными и  гранич-
ными условиями (1) используем метод ко-
нечных элементов в перемещениях. 

Принимая во внимание определение ма-
трицы жесткости, вектора инерции и векто-
ра внешних сил для тела Г, записываем при-
ближенное значение уравнения движения 
в теории упругости

H K RΦ + Φ =




 , 0 0t=Φ = Φ
 

, 0 0t=Φ = Φ
 

  , 	 (2)
где H  – диагональная матрица инерции; 
Κ   – матрица жесткости; Φ



  – вектор уз-
ловых упругих перемещений; Φ



   – вектор 
узловых упругих скоростей перемещений; 
Φ


   – вектор узловых упругих ускорений; 
R


 – вектор внешних узловых упругих сил. 

Рис. 1. Постановка задачи о воздействии упругой нестационарной ударной волны  
от лавины на защитное сооружение 

Рис. 2. Ударное воздействие в виде трапеции 
Рис. 3. Изменение упругого контурного 

напряжения kσ  во времени t/∆t в точке A1 
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Интегрируя уравнения (2) конечноэ-

лементным вариантом метода Галеркина, 
получим явную двухслойную конечноэле-
ментную линейную схему в перемещениях 
для внутренних и граничных узловых точек

-1
1 (- )i i i itH K R+Φ = Φ + ∆ Φ +

 



  , 

	 1 1i i it+ +Φ = Φ + ∆ Φ


 

 . 	 (3)
Шаг по временной переменной коор-

динате ∆t выбирается из следующего со-
отношения

	 min0,5 i

p

lt
C

∆
∆ =  ( 1, 2, 3, ...)i = , 	 (4)

где ∆l – длина стороны конечного элемента.
На основе метода конечных элементов 

в перемещениях разработана методика, раз-
работан алгоритм и составлен комплекс про-
грамм для решения двумерных линейных 
и нелинейных задач при различных началь-
ных и  граничных условиях, для областей 
сложной формы. Комплексы программ напи-
саны на алгоритмическом языке Фортран-90.

В работах [4–9] приведена информация 
о  верификации численного моделирования 
нестационарных волн напряжений в  обла-
стях различной формы с помощью разработан-
ного метода, алгоритма и комплекса программ. 

Рассмотрим задачу о воздействии упру-
гой ударной волны от лавины (рис. 2) на за-
щитное сооружение без полости (рис. 1). 

Рис. 4. Изменение упругого контурного 
напряжения kσ  во времени t/∆t в точке A2 

В работах [1–10] приведена информа-
ция о применении рассматриваемого мето-
да, алгоритма и  комплекса программ для 
численного моделирования волн напряже-
ний в областях сложной формы.

Расчеты проводились при следующих 
единицах измерения: килограмм-сила (кгс); 
сантиметр (см); секунда (с). Для перехода 
в  другие единицы измерения были приня-

ты следующие допущения: 1 кгс/см2 ≈ 0,1 
МПа; 1 кгс с2/см4 ≈ 109 кг/м3. 

Рис. 5. Изменение упругого контурного 
напряжения kσ  во времени t/∆t в точке A3 

Рис. 6. Изменение упругого контурного 
напряжения kσ  во времени t/∆t в точке A4 

Рис. 7. Изменение упругого контурного 
напряжения kσ  во времени t/∆t в точке A5
На контуре CB приложено нормаль-

ное воздействие σx (рис. 1), которое при 0 ≤ n ≤ 10 ( /n t t= ∆ ) изменяется линей-
но от 0 до P, при 11 ≤ n ≤ 30 равно P и при 
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31 ≤ n ≤ 40 от P до 0 (P = σ0, σ0 = – 0,1 МПа 
(-1 кгс/см2)). Граничные условия для конту-
ра FGHA при t > 0 0u v u v= = = =  . 

Отраженные волны от контура FGHA не 
доходят до исследуемых точек при 0 ≤ n ≤ 200. 
Контуры DEF и  BA свободны от нагрузок, 
кроме точки B, где приложено воздействие. 

Расчеты проведены при следующих ис-
ходных данных: H x y= ∆ = ∆ ; ∆t = 1,393×10-

6 с; E = 3,15×104 МПа (3,15×10 5 кгс/см2); 
ν = 0,2; ρ = 0,255×104 кг/м3 (0,255×10-5 кгс 
с2/см4); Cp = 3587 м/с; Cs = 2269 м/с. Иссле-дуемая расчетная область имеет 21624 узло-
вых точек. Решается система уравнений из 
86496 неизвестных. 

На рис. 3–7 показано изменение упругого 
контурного напряжения kσ  ( 0/k kσ = σ σ )  
во времени n в  точках A1–A5 (рис. 1), на-
ходящихся на свободной поверхности упру-
гой полуплоскости (расстояние между точ-
ками: A1 и A2 равно H; A2 и A3 равно H; A3 
и A4 равно H; A4 и A5 равно H).

Выводы
1. Для прогноза безопасности защит-

ных сооружений от ударной волны лавины 
применяется численное моделирование. На 
основе метода конечных элементов в пере-
мещениях разработаны методика, алгоритм 
и  комплекс программ для решения линей-
ных двумерных плоских задач, которые по-
зволяют решать сложные задачи при удар-
ных воздействиях на сооружения. 

2. Основные соотношения метода конеч-
ных элементов получены с помощью принци-
па возможных перемещений. Матрица упру-
гости выражена через скорость продольных 
волн, скорость поперечных волн и плотность. 

3. Исследуемая область  разбивается по 
пространственным переменным на треуголь-
ные конечные элементы с  тремя узловыми 
точками с  линейной аппроксимацией упру-
гих перемещений и  на прямоугольные ко-
нечные элементы с четырьмя узловыми точ-
ками с билинейной аппроксимацией упругих 
перемещений. По временной переменной 
исследуемая область  разбивается на линей-
ные конечные элементы с  двумя узловыми 
точками с  линейной аппроксимацией упру-
гих перемещений. За основные неизвестные 
приняты два перемещения и  две скорости 
перемещений в узле конечного элемента.

4. Задачи решаются методом сквозного 
счета, без выделения  разрывов. Применя-
ется кусочно-линейная аппроксимация для 
уменьшения влияния разрывов на точность 
результатов численного решения, получен-
ных с помощью метода конечных элементов 
в перемещениях.

5. Линейная динамическая задача с  на-
чальными и граничными условиями в виде 
дифференциальных уравнений в  частных 

производных, для решения задач о  неста-
ционарных ударных воздействиях от лави-
ны, с помощью метода конечных элементов 
в  перемещениях приведена к  системе ли-
нейных обыкновенных дифференциальных 
уравнений с начальными условиями, кото-
рая решается по явной двухслойной схеме.

6. Решена задача о воздействии упругой 
ударной волны от лавины на защитное со-
оружение без полости. Ударное воздействие 
моделируется в виде трапеции. Исследуемая 
расчетная область имеет 21624 узловых то-
чек. Решается система уравнений из 86496 
неизвестных. Получены напряжения в точ-
ках на поверхности упругой полуплоскости 
около защитного сооружения без полости. 
Растягивающее упругое контурное напря-
жение kσ  имеет следующее максимальное 
значение 0,196kσ = . Сжимающее упругое 
контурное напряжение kσ  имеет следую-
щее максимальное значение 0,442kσ = − . 

7. Полученные результаты можно оце-
нить как первое приближение к  решению 
сложной комплексной задачи при воздей-
ствии упругой ударной волны от лавины на 
защитное сооружение с основанием в виде 
полуплоскости.
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