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Одним	из	наиболее	важных	этапов	развития	научно-технического	прогресса	сегодня	является	микро-

процессорная	 революция,	 для	 которой	 характерно	широкое	 использование	 в	 системах	 обработки	 инфор-
мации	 микропроцессоров	 общего	 и	 специального	 назначения.	 Как	 правило	 задачи	 цифровой	 обработки	
сигналов	 требуют	 выполнения	больших	объемов	 вычислений	над	большими	массивами	данных	в	 реаль-
ном	масштабе	времени.	Возрастание	требований	к	технико-экономическим	характеристикам	современных	
систем	цифровой	обработки	сигналов,	расширение	их	областей	применения	и	усиливающаяся	тенденция	
к	параллельным	методам	их	организации	привели	к	активизации	работ	по	разработке	специализированных	
процессоров	цифровой	обработки	сигналов,	ориентированных	на	построение	систем	цифровой	обработки	
сигналов	с	предельными	значениями	технических	характеристик.	

Ключевые слова: цифровая обработка сигналов, реализация арифметических операций, показатели 
быстродействия, скорость обработки, алгоритмы ускоренного вычисления
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one	of	the	most	important	stages	of	development	of	scientific	and	technical	progress	is	today	microprocessor	
revolution	for	which	wide	use	 in	systems	of	 information	processing	of	microprocessors	of	 the	general	and	special	
purpose	is	characteristic.	as	a	rule	problems	of	digital	processing	of	signals	demand	performance	of	large	volumes	of	
calculations	over	big	data	files	in	real	time.	increase	of	requirements	to	technical	and	economic	characteristics	of	modern	
systems	of	digital	processing	of	signals,	expansion	of	their	scopes	and	the	amplifying	tendency	to	parallel	methods	of	
their	organization	led	to	activization	of	works	on	development	of	specialized	processors	of	digital	processing	of	the	
signals	focused	on	creation	of	systems	of	digital	processing	of	signals	with	limit	values	of	technical	characteristics.
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Одним	 из	 эффективных	 способов	 вы-
числения	 преобразования	 Фурье	 является	
сведение	к	вычислению	свертки.	В	настоя-
щее	время	наибольшее	применение	нашли	
два	различных	способа	перехода	от	преоб-
разования	Фурье	к	свертке	–	алгоритм	Блю-
стейна	и	алгоритм	Рейдера	для	простых	чи-
сел	[1,	с.	60-97,	2].	

Алгоритм	 Блюстейна	 описывается	 ра-
венством
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где	β	–	квадратный	корень	из	 ( ).W Wb = .
Данный	 алгоритм	 содержит	n	 поточеч-

ных	умножений	x(n)	на	 2n−b ,	циклическую	
свертку	с	 2ib 	в	КИХ	фильтре	с	n	отводами	
и	следующие	за	этим	n	поточечных	умноже-
ний	на	 2k−b .	Поэтому	полное	число	опера-
ций	имеет	порядок	n2.	Однако	в	некоторых	
приложениях	 он	 допускает	 более	 простую	

аппаратную	 реализацию,	 кроме	 того,	 пря-
мое	 вычисление	 свертки	 можно	 заменить	
алгоритмами	быстрой	свертки	[1,	С.	57-59,	
3,	С.	76,	5,	с.	77].

С	этой	точки	зрения	предпочтительным	
является	 алгоритм	 Рейдера.	 Он	 содержит	
совокупность	операций	по	переиндексации	
входных	 данных	 и	 циклическую	 свертку,	
длина	которой	равна	N	–	1.

Алгоритм	 Рейдера	 может	 применять-
ся	 для	 вычисления	 преобразования	 Фурье	
в	 любом	 поле	 Галуа,	 если	 длина	 преобра-
зования	 N	 является	 простым	 числом.	 Для	
реализации	 алгоритма	 Рейдера	 выбирает-
ся	 примитивный	 элемент	 π	 простого	 поля	
Галуа	GF(N).	 Тогда	 каждый	 элемент	 этого	
поля	 –	 целое	 число	 меньше	N,	 можно	 за-
писать	 в	 виде	 степени	 элемента	 π.	 В	этом	
случае	 дискретное	 преобразование	 Фурье	
можно	переписать,	 заменив	индексы	n	 и	 k 
соответствующими	 степенями	 элемента	
π.	При	значениях	n	=	0	и	k	=	0	полученные	
компоненты	ДПФ	выводятся	отдельно,	т.е.
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где	k	=	1,	2,	…,	N	–	1.

Для	сведения	вычисления	ДПФ	к	сверт-
ке	определяют	отображение	множества	эле-
ментов	n	{1,	2,	…,	N	–	1}	поля	на	соответ-
ствующее	множество	{1,	2,	…,	N	–	1}	чисел	
r(n),	 где	 πr(n)	=	n.	 Таким	 образом	 обеспечи-
вается	перестановка	в	матрице	поворачива-
ющих	коэффициентов	ДПФ.	Тогда	дискрет-
ное	преобразование	Фурье	можно	записать	
в	виде	
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Так	 как	 r(n)	 задает	 перестановку,	 то	
можно	 получить	 l = r(k)	 и	 j = N	 –	 1	 –	 r(n).	
Это	позволяет	получить	свертку
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где	 lX
π
	и	 1n jx − −π

	–	соответственно	перестав-
ленные	 компоненты	 последовательностей	
входных	и	выходных	данных.	Таким	обра-
зом,	перестановка	индексов	входных	и	вы-
ходных	 данных	 позволяет	 записать	 ДПФ	
в	 виде	 свертки.	 Основным	 достоинством	
алгоритма	 Рейдера	 является	 простота	 его	
сведения	к	алгоритму	Винограда	для	сверт-
ки,	характеризующейся	минимальным	чис-
лом	умножений.

Однако,	несмотря	на	хорошие	показате-
ли	в	области	обеспечения	высокой	скорости	
обработки	 сигналов,	 БПФ	характеризуется	
и	 рядом	 недостатков.	 Во-первых,	 это	 зна-
чительные	 схемные	 затраты,	 связанные	
с	 необходимостью	 параллельной	 реализа-
цией	 базовой	 операции	 БПФ	 «бабочка».	
Во-вторых,	входные	данные,	а	также	проме-
жуточные	 и	 выходные	 результаты	 являют-
ся	комплексными	числами.	Следовательно,	
вычислительное	устройство	должно	два	вы-
числительных	 тракта,	 для	 обработки	 дей-
ствительной	 и	 мнимой	 частей.	 Даже	 если	
входные	данные	действительны,	то	это	тре-
бование	 сохраняется,	 так	 как	 промежуточ-
ные	результаты	могут	быть	комплексными	
числами.	

В-третьих,	в	процессе	вычислений	спек-
тра	от	этапа	к	этапу	модули	чисел	увеличи-
ваются,	поэтому	их	нужно	масштабировать	
сдвигом	 вправо.	 Действительно,	 сели	 по-
следовательность	{x(n)}	из	N	отсчетов	име-
ет	 спектральные	 коэффициенты	 {X(k)},	 то	
согласно	теореме	Парсеваля
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т.е.	средняя	мощность	выходных	гармоник	
в	N	раз	превышает	среднюю	мощность	ис-
ходной	 последовательности.	 Отсюда	 сле-
дует	 необходимость	 масштабирования	 ре-
зультатов	 из-за	 опасности	 переполнения	
разрядной	сетки	[4,	С.	53-54].

В-четвертых,	 реализация	 ортогональ-
ных	 преобразований	 на	 основе	 использо-
вания	 математической	 модели	 цОС	 поля	
комплексных	 чисел	 характеризуется	 зна-
чительными	 погрешностями	 [5,	 с.	77,	 10,	
С.	22-25].

В	 настоящее	 время	 при	 исследовании	
работы	 вычислительных	 устройств,	 ис-
пользуемых	 для	 цОС,	 выделяют	 следу-
ющие	 три	 источника	 погрешностей,	 воз-
никающих	 вследствие	 конечной	 длины	
обрабатываемых	операндов	[12,	с.	188-193,	
14,	с.	391-400]:

–	квантование	входного	сигнала;
–	квантование	коэффициентов;
–	округление	 результатов	 арифметиче-

ских	операций.
Квантование	входного	сигнала	осущест-

вляется	 аналого-цифровым	 преобразовате-
лем	 (АцП).	 Входной	 непрерывный	 сигнал	
x(t)	периодически	дискретизируется,	и	каж-
дая	 выборка	 кодируется	 в	 виде	 двоичного	
кода	 длиной	 B	 разрядов.	 Прежде	 чем	 вы-
борка	x(n)	кодируется,	она	видоизменяется	
так,	 чтобы	принять	 только	 одно	из	 2B	 воз-
можных	 значений.	 При	 этом	 погрешность	
квантования	определяется	
 ( ) ,2 2e n∆ ∆− < < 		 (6)

где	∆	–	величина	шага	квантования,	опре-
деляемая	 аналого-цифровым	 преобразо-
вателем.

Таким	образом,	погрешность	квантова-
ния	входного	сигнала	ограничивается	поло-
виной	шага	квантования.

При	 практической	 реализации	 вычис-
лительного	 устройства	цОС	поворачиваю-
щие	 коэффициенты	 всегда	 квантуются	[11,	
с.	367-371].	Положим,	 что	 для	 представле-
ния	 коэффициентов	 используются	 BI	 бит.	
Тогда	 реальные	 поворачивающие	 коэффи-
циенты	представляются

 ,I

kn kn
knB

W W  = + a  		 (7)

где	αkn	–	погрешность	вследствие	квантова-
ния	поворачивающих	коэффициентов,	удов-
летворяющее	условию
 12 B

kn
− +a ≤ 		 (8)

Известно,	что	для	представления	знака	
поворачивающего	коэффициента	Wkn	и	его	
целой	 части	 достаточно	 по	 одному	 биту.	
Тогда	 последний	 бит	 представляет	 значе-
ние	2–B	+	2.
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В	 результате	 спектральные	 составляю-

щие	входной	последовательности	x(n)	будут	
определяться
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При	этом	при	увеличении	частоты	дис-
кретизации	 влияние	 погрешностей	 кван-
тования	 поворачивающих	 коэффициентов	
увеличивается	[6,	С.	76-78].

Вопросам	 определения	 погрешности	
округления	 результатов	 арифметических	
операций	в	настоящее	время	уделяется	зна-
чительное	внимание	[8,	с.	23-24].

Анализ	 выражения	 (1)	 показывает,	 что	
в	состав	спецпроцессора	ДПФ	должен	вхо-
дить	умножитель	для	вычисления	частных	
произведений	

( ) 2cos knx n
N
π 	и	 ( ) 2sin ,knx n

N
π  

k = n	=	0,	1,	…,	N	–	1,	
а	также	два	накапливающих	сумматора,	для	
вычисления	 действительной	 и	 мнимой	 ча-
сти	спектральных	составляющих.

Если	 положить,	 что	 входные	 выборки	
x(n)	изменяются	в	пределах	±	1,	а	квантова-
ние	и	кодирование	осуществляются	двоич-
ным	кодом	длиной	B	бит,	включая	знаковый	
разряд,	 то	 величина ( ) 2cos knx n

N
π ,	 явля-

ющаяся	 произведением	B	 –	 битового	 опе-
ранда	на	BI	–	битовое	слово,	имеет	размер-
ность	B	+	BI	бит.	Для	того	чтобы	поместить	
ее	в	B	–	битовый	регистр	данных,	произве-
дение	 должно	 быть	 укорочено.	 Известны	
два	 способа	 выполнения	 данной	 процеду-
ры	[12,	с.	188-193]:

–	усечение;
–	округление.
При	 усечении	 сохраняются	 старшие	 B 

бит,	а	при	округлении	вначале	к	B	–	битому	
разряду	 прибавляется	 1,	 если	 (B	+	1)-й	 бит	
равен	1,	а	затем	результат	усекается	до	B	бит.

Очевидно,	что	округление	является	бо-
лее	 точным,	 но	 оно	 требует	 дополнитель-
ных	временных	и	схемных	затрат.

Рассмотрим	 случай	 округления	 вы-
ражения	 (1.1)	 следует	 отметить,	 что	 про-
цесс	 округления	 (B	+	BI)	 –	 битового	 про-
изведения	 до	B	 бит	 подобен	 квантованию.	
Действительно,	округление	приводит	к	по-
грешности	ограниченной	величиной	2–B	по	
абсолютному	 значению.	Согласно	 [Арутю-
нов]	 такая	 погрешность	 округления	может	
рассматриваться	 как	шум	 с	 нулевым	 сред-
ним	и	дисперсией	

 ( ) 22 2
3

B
e n

−
< >= 	 (10)

При	вычислении	спектральных	состав-
ляющих	согласно	(1)	формируется	порядка	
N2	произведений,	и	каждая	из	них	вносит	
такую	погрешность	квантования.	Необхо-
димо	отметить,	что	если	 { }1, 1,0knW = − ,	то	
при	 вычислениях	 с	 этим	 коэффициентом	
погрешность	 не	 вносится.	 Кроме	 того,	
если	при	сложении	парных	произведений	
не	происходит	переполнение	B	 –	битово-
го	 регистра	 данных,	 то	 погрешность	 не	
вносится.	Этого	можно	достигнуть	путем	
правильного	 масштабирования	 входного	
сигнала	 {x(n)},	 как	 показано	 в	 работе	[6,	
С.	76-78].	 При	 соблюдении	 этих	 условий	
суммарная	 погрешность,	 вносимая	 при	
вычислении	 спектральных	 составляю-
щих	X(k),	 определяется	 (N2	 –	N)	 погреш-
ностью	квантования	вследствие	операции	 
умножения.

Так	как	погрешности	независимы	и	пред-
ставляют	собой	белый	шум,	то	погрешность	
окружения	на	входе	СП	ДПФ	имеет	нулевое	
среднее	и	дисперсию,	равную

 ( ) ( ) 22 2 2 ,3
B

n N N
−

< ε >= − 		 (11)

где	 ( ) ( ) ( )In X k X kε = − 	–	разность	между	
реальным	XI(k)	и	идеальным	X(k)	выходным	
сигналом	СП.

Таким	 образом,	 проведенные	 исследо-
вания	показали,	что	из	отмеченных	трех	ис-
точников	 погрешностей	 определяемых	ма-
тематической	 моделью	цОС,	 погрешность	
округления	 результатов	 арифметических	
операций	 является	 наиболее	 серьезной.	
Следовательно,	 применение	 математиче-
ской	 модели	 цОС,	 позволяющей	 свести	
к	минимуму	данную	погрешность,	является	
актуальной.

Данная	 задача	предопределила	интерес	
разработчиков	СП	цОС	к	математическим	
моделям	 цифровой	 обработки	 сигналов,	
обладающих	 свойством	 кольца	 и	 поля	[7,	
С.	71-73].
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