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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ НАДЕЖНОСТИ КОНВЕЙЕРНЫХ 
СИСТЕМ НА ОСНОВЕ ТЕОРИИ МАРКОВСКИХ ЦЕПЕЙ
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Разработать математическую модель отдельного конвейера и в цепи конвейерной системы шахты, по-
зволяющую рассчитать основные показатели их надежности в  любой период времени и  прогнозировать 
надежность системы в перспективе. Рассмотрена математическая модель переходных состояний системы, 
построенная с использованием теории марковских процессов, позволяющая рассчитать показатели надеж-
ности системы в процессе эксплуатации. В статье показано, что использование элементов теории массово-
го обслуживания вполне адекватно описывает работу таких сложных систем, которыми являются шахтные 
конвейеры.
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To devise a symbol model either of a separate Conveyor or of a chain of the mine conveyor system allowing to 
calculate main indices of their reliability at any period of time and predict the system reliability in the long view. In 
this article the symbolic model of the system transition states which is set up with a usage of Markovian chain theory 
making it possible to calculate reliability indices of the system during the operation process is considered. It is shown 
there that the use of the waiting theory elements describes completely adequate performance of such complicated 
system what mine conveyors are.
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Проблема надежности стоит в  центре 
современной техники, а исследование при-
роды надежности на разных уровнях ее 
конкретизации делает практически необхо-
димой и теоретически значимой разработку 
стратегии совершенствования современно-
го и  создания перспективного горнотран-
спортного оборудования.

Ненадежность систем и  технических 
устройств приводит к  большим экономиче-
ским потерям, повышенной трудоемкости 
и опасности для обслуживающего персонала.

С увеличением времени эксплуатации 
конвейерной линии ее надежность снижа-
ется в  сравнении с  проектной вследствие 
амортизации узлов и деталей конвейера.

По мере расходования ресурса растет 
число отказов, возрастают расходы на вос-
становление работоспособности, увеличи-
ваются простои конвейерных линий.

Поэтому, создание математической мо-
дели надежности конвейерных систем явля-
ется актуальным вопросом.

Цель исследования. Использование эле-
ментов теории массового обслуживания 
при решении задач надежности транспорт-
ных систем.

В теории надежности процессы возник-
новения отказов, проведения ремонта элемен-
тов производственных систем описывают ме-
тодами теории массового обслуживания [1].

В этом случае работа любой системы 
массового обслуживания представляется 
в виде системы, на вход которой поступает 
в общем случае случайный поток требова-
ний с  заданной интенсивностью λ(t). В за-
висимости от показателя обслуживания 
(восстановления) системы μ(t) и характера 
потока требований система с  некоторыми 
вероятностями Р0(t), Р1(t), …, Рn(t) может 
находиться в различных n (n = 0,1,2,…) воз-
можных состояниях в любой момент време-
ни t, т.е. число состояний системы конечно. 
Сами вероятности Р1(t) количественно ха-
рактеризуют качество или эффективность 
«обслуживания» технических систем, в том 
числе конвейерных линий. Следовательно, 
процесс функционирования системы массо-
вого обслуживания представляет собой слу-
чайный процесс дискретного типа.

Совокупность всех вероятностей Рi(t) 
(i = 0,1,…,n) характеризует распределение 
дискретной случайной величины Х(t), при-
нимающий значения Х0, Х1,…, Хn в  задан-
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ный момент времени t, поэтому справедли-
во равенство вида

	  ( )
1

1
n

i
i

P t
=

=∑ , 	 (1)

Если известно, что в начальный момент 
времени t = t0 система находилась в состо-
янии i (Pi(t) = 1, Pj≠i(t) = 0, j = 0,1,…, i-1, 
i,…n), то за любой промежуток времени 
(t0, t0 + t1) ожидается новое распределение 
вероятностей Р1(t = t1),а в  момент време-
ни t = t2  – распределение вероятностей 
Рi(t = t2) и так далее с вероятностями пере-
хода в эти состояния, равными Рik(t0, t1 + t2), 
k = 0,1,…,i,…,n.

Все динамические системы, к  которым 
относятся и конвейерные системы шахт, яв-
ляются системами без последствия, так как 
большинство показателей их надежности 
описывается экспоненциональным законом 
распределения.

Важно определить вероятность перехо-
да системы из одного (исправного) состоя-
ния в другое (неисправное) и, наоборот:

	  Рk(t + ∆t) =  ( ) ( )
0

n

i ik
i

P t P t
=

∆∑ . 	 (2)

В уравнении (2) величины Pik(∆t) есть 
условные вероятности того, что за время ∆t 
техническая система (конвейер) перейдет от 
i приводов, находящихся в ремонте, к числу 
k, или тоже самое, вероятность перехода об-
служивающей системы от i неработающих 
приводов к числу неработающих приводов 
k. Положим k = 0 и  определим P00(t)  – ве-
роятность того, что в технической системе 
(конвейере) через время (∆t) не будет ни 
одного вызова на ремонт привода при усло-
вии, что в начальный момент все приводы 
были в  рабочем состоянии. В этом случае 
за время (∆t) не поступает ни одного вызова 
на ремонт, т.е. все привода конвейера будут 
в  рабочем состоянии, и  вероятность этого 
случая равна 

1-w(∆t) = 1-𝜆∆t + 0(∆t)
Но также возможен случай, что за время 

∆t наступит один вызов на ремонт, который 
будет обслужен и  покинет обслуживающую 
систему конвейера. Тогда по истечении вре-
мени ∆t все обслуживающие привода конвей-
ера также будут в рабочем состоянии. Вероят-
ность того, что данный вызов будет обслужен 
за время, не превосходящее ∆t, равна 

P(∆t) = 1-e–μ∆t @ μ∆t+ + 0(∆t)
Таким образом, вероятность того, что 

за время (∆t) вызов на ремонт привода по-
ступит и  будет обслужен, не превосходит 
величины

w(∆t)P(∆t)=[λ(∆t) + 0(∆t)][μ∆t + 
+ 0(∆t)] = λμ(∆t)2 + 0(∆t),

т.е. более высокого порядка малости, чем 
∆t. Вероятность же того, что за время ∆t по-
ступят и будут обслужены два и более вызо-
вов, еще меньше. Следовательно, по теории 
сложения вероятностей несовместных со-
бытий имеем

P00(∆t) = 1 – λ∆t + 0(∆t).
Затем найдем значение вероятности 

Рkk(∆t). Учитывая, что ( )
0

1
n

ki
i

P t
=

∆ =∑ , озна-

чающее что случайные события перехода 
конвейерной системы из состояния k нера-
ботающих приводов к состоянию i нерабо-
тающих приводов (i = 0,1,…,k-1, k + 1,…,n) 
с учетом события: за время ∆t система оста-
ется в  прежнем состоянии, образуют пол-
ную группу событий. Тогда получим 
	  Pkk(∆t)=1-Pk0(∆t)-Pk1(∆t)-…- Pkn(∆t). 	 (3)

 Очевидно, что все члены в правой ча-
сти равенства (3) , кроме Pk(k-1) (∆t) и Pk(k+1) 
(∆t), есть бесконечно малые величины бо-
лее высокого порядка малости, чем ∆t. Т.к. 
Pki(∆t) при 2i k− ≥  есть вероятность того, 
что за время ∆t в обслуживающую систему 
поступят не менее двух вызовов на ремонт 
приводов (при i-k ≥ 2), а вероятность этого 
события равна

𝜓(∆t) = 0(∆t) (∆t → 0),
т.е. за тоже время ∆t обслуживающую си-
стему покинут не менее двух восстанов-
ленных приводов (при k-i ≥ 2). Вероятность 
этого события равна [P(∆t)]k-i = [1 – e–μ∆t]k-i =  
= [μ∆t + 0(∆t)]k-i = 0(∆t), т.е. эта вероят-
ность есть бесконечно малая величина 
более высокого порядка малости, чем ∆t  
(при 2i k− ≥ ).

Следовательно, имеем

Pki (∆t) = 0(∆t) ( 2i k− ≥ ).
Тогда равенство (3) можно записать в виде

 Pkk(∆t) = 1-Pk(k-1) (∆t) – Pk(k+1) (∆t) + 0(∆t). (4)
Вычислим величину Pk(k-1) (∆t) – вероят-

ность того, что за промежуток времени ∆t 
из k ремонтируемых приводов освободится, 
по крайней мере, один из них. Вероятность 
того, что за время ∆t привод не восстано-
вится равна вероятности того, что время ре-
монта превысит ∆t, т.е. 

1-P(∆t) = e–μ∆t 
С учетом того, что приводов конвейера 

равно k, то вероятность того, что не будет 
отремонтирован ни один из них, определя-
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ются по теореме умножения вероятностей 
для независимых событий и равна 

(e–μ∆t)k = e–kμ∆t 
Следовательно, используя вероятность 

того, что за время ∆t будет отремонтирован 
хотя бы один из приводов, равна

1 – e–kμ∆t = kμ∆t + 0(∆t) (∆t → 0).
Учитывая, что вероятность ремонта 

двух и  более приводов за время ∆t имеет 
малости 0(∆t), то вероятность того, что за 
время ∆t будет восстановлен точно один 
привод из k, равна

Pk(k-1) (∆t) = kμ∆t + 0(∆t) (0 ≤ k ≤ n).
Заметим, что вероятность начала и окон-

чания ремонта одного и  того же числа от-
казавших объектов за время ∆t также имеет 
порядок малости ∆t.

Необходимая вероятность Pk(k-1) (∆t) 
с точностью до ∆t равна

Pk(k+1) (∆t) = λ∆t + 0 (∆t) (0 ≤ k ≤ n –1).
С учетом полученных выражений для Pk(k-1)  

(∆t) и Pk(k+1) (∆t) равернство (4) примет вид
Pkk (∆t) = 1 – λ∆t – kμ∆t +  

+ 0(∆t) (0 ≤ k ≤ n –1).
Аналогично из формулы (4) получим 

величину Pnn (∆t) при условии, что Pn(n+1) 
(∆t) = 0 (переход от n ремонтируемых при-
водов к n + 1 восстанавливаемому приводу 
невозможно, т.к. их всего n по условию по-
становки задачи). Отсюда получим

Pnn (∆t) = 1 – nμ∆t + 0(∆t)
Подставляя полученные выражения 

в (2) при k = 0, 1 ≤ k ≤ n –1 и k = n, получим 
следующую группу уравнений:

	

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

0 0 1
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P t t P t t P t t k t
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P t t P t t P t n t t

−

+

−

 + ∆ = − λ∆ + µ∆ + ∆


+ ∆ = λ∆ + − λ∆ − µ∆ +

+ µ + ∆ + ∆ ≤ ≤ −
 + ∆ = λ∆ + − µ∆ + ∆

 	 (5)

После некоторых преобразований (пе-
ренос в первом уравнении P0(t), во втором 
Pk(t), а в третьем Pn(t); деление обеих частей 
всех уравнений на ∆t) и переходе к пределу 
при ∆t → 0 окончательно получим
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0 0 1
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1
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−
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
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
+ + µ ≤ ≤ −
 = λ − µ

 	 (6)

Неизвестные функции Pk(t) (k = 0,1,…,n), 
зависящие от параметров λ и μ, содержат 
произвольную постоянную, которая опре-
деляется из условия нормировки

	  ( )
0

1
n

k
k

P t
=

=∑ , 	 (7)

Так как нет необходимости иметь точ-
ные решения системы (6), то решение по-
следней получают из системы вида

	 ( ) ( ) ( )
0

1 1

1

0
1 0 0 1

0
k k k

n n

P P
P k P k P k n

P n P
− +

−

−λ + µ =
λ − λ + µ + + µ = ≤ ≤ −
 + µ =

 	 (8)

Система (8) получена из системы (6) на 
основе теоремы Маркова (существование 
пределов ( )lim k kt

P t P
→∞

=  (0 ≤ k ≤ n) и  равен-
ства нулю предела при t → ∞ левых частей 
системы (6) и являются системой линейных 
однородных алгебраических уравнений от-
носительно неизвестных P0, P1,…,Pn.

Решение системы (8) имеет вид

	 0

!

k

k
PP
k
 λ

=  µ 
 (k = 1,2,…,n) 	 (9)

где

	 0

0

1

1
!

m
n

m

P

m=

=
 λ
 µ 

∑
,	  (10)

Таким образом, формулы (9) и (10), на-
зываемые формулами Эрланга определяют 
решение поставленной задачи (в предель-
ном случае при t → ∞).

На основе их можно вычислить основ-
ной критерий функционирования конвей-
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ерной системы вероятности ее отказа. Т.к. 
очередное требование на ремонт не будет 
принято на обслуживание только в том слу-
чае, когда все привода будут находиться 
в  ремонте, т.е. если k = n. Поэтому, веро-
ятность отказа всей конвейерной системы 
равна

	  

0

1
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1  
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n

n m
n

m

n
P

m=

 λ
⋅ µ =
 λ
 µ 

∑
 	 (11)

C введением величины 
λ

ρ =
µ
 приведен-

ной плотности потока вызовов на ремонт 
приводов (коэффициент неисправностей 
обслуживаемой конвейерной системы) фор-
мулы (9)-(11) примут вид

0 
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k
k

PP
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= ρ  (k = 1,2,…,n); 
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ρ∑
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С учетом полученных формул можно 
определить математическое ожидание чис-
ла приводов, находящихся в ремонте

	
( )0

1 1

1
1 !

kn n

k
k k

M kP P
k= =

 λ
= =  − µ 

∑ ∑ . 	 (13)

Заметим, что несмотря на то, что только 
при допущении о  показательном распреде-
лении времени ремонта приводов конвейер-
ной системы, процесс становится процессом 
Маркова и для этого случая получены фор-
мулы (9)-(11), тем не менее эти формулы 
имеют гораздо более широкое применение. 
В работах Севастьянова  Б.А. показано, что 
эти формулы справедливы также и при про-
извольном законе распределения времени 
ремонта (восстановления) объектов слож-
ных технических систем, к  которым отно-
сятся конвейерные линии угольных шахт [2].
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