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Рассматривается динамическая устойчивость и изучаются колебательные режимы возникающие при 
потере устойчивости сетчатой оболочки из композиционных материалов. Исследование производится на ос-
нове динамических уравнений сетчатой оболочки из композиционных материалов, составленных с учетом 
углов расположения стержней в теле оболочек. В результате решения задачи определяются границы колеба-
тельной неустойчивости сетчатой оболочки от угла.

Ключевые слова: устойчивость, оболочка, динамика, функция, задача

DYNAMIC STABILITY OF THE MESH SHELL FROM COMPOSITE MATERIALS 
Nemerebayev M., Rakhmanova Z.S., Nemerebayeva A.M.

Taraz Innovative Humanitarian University Taraz, Republic of Kazakhstan,  
e-mail: nemerebayev@mail.ru

the dynamic stability and the vibration modes arising when buckling mesh shells made of composite materials 
are study in this article. the study is based on dynamic equations of lattice shells made of composite materials made 
up, taking into account the location of the rods in the corners of the mesh shells . in solving the problem defined by 
the boundaries of the mesh shell of the vibration instability of the angle. 
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большое  практическое  значение  имеет 
расчет  колебаний оболочек  в  случае,  когда 
сжимающая осевая сила представляет собой 
периодическую функцию по времени. Воз-
никающие при этом поперечные колебания 
являются  параметрическими,  они  имеют 
своеобразные  черты,  существенно  отлича-
ющие их от обычных вынужденных колеба-
ний оболочек, они могут быть динамически 
устойчивыми или неустойчивыми [1, 2].

В  данной  работе  рассмотрена  следу-
ющая  задача:  пусть  сетчатой  оболочки  из 
композиционных  материалов  нагружена 
периодически  изменяющимися  тангенцио-
нальными  силами  с  малыми  амплитудами, 
приложенными  в  срединной  поверхности. 

В  этом  случае,  при  определенных  соотно-
шениях между частотой собственных коле-
баний, начальная форма оболочки становит-
ся динамически неустойчивой.

Ставится  цель  приближенно  опреде-
лить границу первой области неустойчиво-
сти  оболочки  тетрагональной  структуры. 
Для простоты, как в [3], предположим, что 
начальное напряженное состояние является 
безмоментным и характеризуется тангенци-
альной силой  0N∝ .

Тангенциональные  силы инерции,  силу 
инерции  вращения  и  деформацию  попе-
речных  сдвигов  в  расчетах  не  учитываем. 
На основе вышеизложенного из [4] с учетом 

0N∝  получим
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Для решения системы (1) применяем вариационный метод. Тогда уравнение (1) при-

нимает вид:

( )
2

2 
0 0

0
L R

ik RL A d d
π

ϕ+∇ ωδϕ α β =∫ ∫ ;

( )
2 2 2
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a t

π

α

 ∂ ω ρ ∂ ω
ω−∇ ϕ+ + δω α β = ∂α ∂ 

∫ ∫ .  (3)

Решением этой системы является:

( ) ( ) ( ), , ,mn mnT tϕ α β = Φ ϕ α β ;

 ( ) ( ) ( ), , ,mn mnt F tω α β = ω α β .  (4)
( ),mnϕ α β  и  ( ),mnω α β  представим в виде произведения двух функций, каждая из ко-

торых зависит только от одного аргумента и может быть представлена в виде линейных 
комбинаций фундаментальных функций поперечных колебаний балок, заведомо удовлет-
воряющих только двум граничным условиям на каждом краю оболочки.

( ) ( ) ( ),mn m nX Yϕ α β = α β ;

 ( ) ( ) ( ),  mn m nU Vω α β = α β .  (5)
Выразим решение (4) в следующем виде:

;  mn mn mn mnFδϕ = ϕ δΦ δω = ω δ .  (6)
Вариации коэффициентов  mnΦ  и   mnF , являющихся функциями лишь времени (t) про-

извольны и не связаны между собой. Используя произвольность вариации  mnδΦ  и  mnFδ , 
а также ортогональность фундаментальных функций 

( ) ( ), m nX Yα β ,  ( ) mU α  и  ( )nV β  согласно (3), (4) и (6) получим следующую систему 
уравнений:
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∫ ∫ .  (7)

где m=1,2,3; n=1,2,3
Подставля значения  mnϕ  и  mnω  из (5) в систему (7) и вычисля соответствующие инте-

гралы, получим систему уравнений относительно функции  ( )mn tΦ  и   ( )mnF t . Затем, исклю-
чив из системы  ( )mn tΦ  получим следующее уравнение, относительно  ( )mnF t :

2 0
2

2 01 0mn
mn mn

mn

d F N F
dt N

α

α

 
+ω − = 

 
.  (8)

Здесь введены следующие обозначения:
для квадрата частот собственных колебаний оболочек
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для критических значений тангенциальной силы при ее независимом статическом дей-

ствии
/ /
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1 4
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+
= ;  (10)
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Пусть оболочка шарнирного оперта. Тогда граничные условия имеют вид:

0 10,   0,  0,  0,  0 M N Vαα = ω = = = = .  (17)
В этом случае, полагая

2sin ,  sin ,  ,  m m n n
m m nX U Y V k

R R
πα π π

= = = = β = = γ
λ λ

  (18)

из (9) и (10) согласно (11)–(16) и (18), получим для коэффициентов уравнения (8) следую-
щие выражения
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где
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Принимая 

0
0 0

1 cos
2

N P P t
Rα = + θ
π

,

получим из  уравнения  динамической  устойчивости  уравнение  параметрических  колеба-
ний:

( )
2

2
2 1 2 cosd F t F

dt
= Ω − µ θ ,  (22)

где

;

( )
4 14 2 2 4 4 2 2 4

11 12 22 2 22 11 66 2 11 226 2kC k C k C A k A A k A
R

−
 ξ = + λ + λ + + + λ + λ  .

Рассмотрим  решение  задачи  с  учетом  силы  сопротивления. Для  этого  положим,  что 
сила сопротивления является линейной функцией скорости перемещения, с коэффициен-
том линейного затухания ε. Перепишем уравнение (22) следующим образом

( )
2

2
2 2 1 2 cos 0 d F dF t F

dt dt
+ ε +Ω − µ θ = .  (23)

Формула  определения  границ  главной  области  неустойчивости  можно  представить 
в виде [1,3]

1 1
2 22 2

2 2 2 2 2 2
1 22 2

4 44 1 ; 4 1  k k

   
   ε ε   ∆ = Ω − µ − ∆ = Ω + µ +      Ω         

Ω   (24)

Нетрудно видеть, что при симметрической форме потери устойчивости n=0, а критиче-
ская частота  k∆  принимает минимальное значение при

2 0

11

2
8
P Pk

RC
+

=
π

.  (25)

Тогда верхняя и нижняя границы неустойчивости (при ε=0) имеет вид:

( )2
02

1 2 2
22 11

22 1
64k

P Pa
h R A C

 +
∆ = − 

δρ π  
;

( )2
02

2 2 2
22 11
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64k
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 +
∆ = + 

δρ π  
,   (26)

где согласно [4]

( )411
22 112

11 22 12

2     cosy
BA C EI

B B B a
= = ϕ

− ;

( ) ( ) ( )4 2 2
11 2

122 cos sin cos  zEIB EF
a l
 = ϕ + ϕ ϕ  

;  (27)

( ) ( )2 2
12 2

122 sin cos  zEIB EF
a l
 = − ϕ ϕ  

;
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( ) ( ) ( )4 2 2
22 2

122 sin sin coszEIB EF
a l
 = ϕ + ϕ ϕ  

.

Принимая во внимание (27) и проводя несложные приобразования перепишем формулу 
(26) в виде:

( )

( ) ( )

42 22
2
1 42 2 2

44
2

sin 3  
4 16 cos1 sin

k

hR
Ea

l
a

 
 δ ϕρ  ∆ = −
  δ π ϕ+ ϕ  

  

;

( )

( ) ( )

42 22
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2

sin 8  
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k

hR
Ea

l
a

 
 δ ϕρ  ∆ = +
  δ π ϕ+ ϕ  

  

.  (28)

Здесь принято:  0 0,    P P Eh= = δ .
Проведенный  численный  анализ  пока-

зывает, что :
• Минимальные значения ширины зоны 

устойчивости  находятся  в  окрестностях 

j=0. Вблизи угла   
3
π

ϕ =  происходит бурное 

возрастание критических частот, а в окрест-

ностях 
2
π

ϕ =  происходит разрыв критиче-

ских частот. это объясняется тем, что полу-
ученое решение (28) имеет особенность при 

углах j=0 и 
2
π

ϕ = .

• Оболочка с углом j=0 представляет со-
бой систему продольных ребер. В том слу-
чае, как видно из (27),  B 1 2= 0, B 2 2  = 0. При 

этом получим известные выражения, опре-
деляющие  динамическую  устойчивость 
шарнирно закрепленного стержня [2].

• Оболочка с углом 
2
π

ϕ =  вырождается 

в систему колец, которые не воспринимают 
осевую периодическую нагрузку.
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