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В статье рассматривается метод минимизации функции алгебры логики методом ненаправленного гра-
фа. В настоящее время для минимизации применяются широко известные методы: аналитический, карт Кар-
но, Квайна, гарвардский, геометрический. Их особенность состоит в том, что они могут быть применены для 
минимизации функций с числом переменных, не превышающих пяти, так как для числа переменных более 
пяти вычисления с  их помощью становятся громоздкими, повышается вероятность совершения ошибки. 
Метод ненаправленного графа позволяет выполнять минимизацию функции алгебры логики для достаточно 
большого числа переменных, для этого требуется только построение графа, число вершин которого легко 
определить по соответствующим формулам, и объединение в геометрические фигуры вершин, при которых 
функция обращается в логическую единицу.
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In the article the method of minimization of Boolean function by undirected graph is considered. At present 
the following widely known methods are applied to minimization: analytical, Karnaugh map, Quine, Harvard, 
geometric. Their feature consists that they can be applied to minimization of functions with number of the variables 
which aren’t exceeding five, because for the number of variables more than five computation with their help become 
bulky, the probability of making of an error increases. Undirected graph method allows to execute minimization of 
Boolean functions for a sufficiently large number of variables, it requires only creation of a graph the number of 
vertices easily is identified by the corresponding formulas and combine in geometrical figures of peaks for which 
the function refers to the logical unit.
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В процессе синтеза комбинационной 
схемы дискретного устройства важной зада-
чей является упрощение функций алгебры 
логики (ФАЛ) с  целью получения такого 
вида формулы, при котором построенный 
в соответствии с ней автомат отличался бы 
минимальным расходом логических эле-
ментов на его изготовление. Строгое реше-
ние этой задачи должно учитывать конкрет-
ные особенности логических элементов 
применяемой элементной базы [1, 2].

Любая логическая функция может быть 
упрощена непосредственно с помощью ак-
сиом и теорем логики, но, как правило, та-
кие преобразования требуют громоздких 
выкладок. Кроме того, одна и  та же функ-
ция может иметь множество различных 
представлений, которые в большинстве слу-
чаев не являются минимальными. Чем про-
ще аналитическое выражение логической 
функции, тем удобнее и  экономичнее реа-
лизовать ее практически на интегральных 
микросхемах.

Целью исследования является описа-
ние минимизации функции алгебры логики 
методом ненаправленного графа.

Материалы и методы исследования
Процесс упрощения булевых выражений не явля-

ется алгоритмическим, поэтому более целесообразно 
использовать специальные методы минимизации, по-
зволяющие проводить упрощение функции проще, 
быстрее и безошибочно. В настоящее время широко 
распространены следующие методы минимизации 
ФАЛ [1 – 3]:

1. Аналитический метод. В его основе лежит 
применение законов алгебры логики. Данный метод 
удобно использовать лишь для простых функций 
с  количеством логических переменных не более че-
тырех. При пяти и более переменных вероятность со-
вершения ошибки при минимизации ФАЛ значитель-
но возрастает.

2. Метод Квайна. Выполняется в  два этапа. На 
первом осуществляется переход от канонической 
формы (совершенной дизъюнктивной или конъюн-
ктивной нормальной формы) к  сокращенной форме 
записи путем операций склеивания и поглощения, на 
втором этапе – переход от сокращенной формы к ми-
нимальной форме с  помощью импликантной табли-
цы. Достоинство такого метода заключается в упоря-
доченности операций склеивания и поглощения, что 
уменьшает вероятность совершения ошибки.

3. Метод карт Карно. Это графический способ 
минимизации булевых функций. При использовании 
этого метода следует заданную ФАЛ представить 
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в  виде координатной карты и  провести операции 
склеивания путем объединения в  замкнутые обла-
сти значений функции, равных логической единице, 
и исключить из выражения функции аргументы, из-
меняющие свои значения в пределах выделенных об-
ластей. Карты Карно можно рассматривать как опре-
деленную плоскую развертку n-мерного булева куба.

4. Геометрический метод. Основан на отображе-
нии функции n переменных в n-мерном пространстве 
(n-мерном кубе), каждая вершина которого сопостав-
ляется с одним из наборов булевых аргументов. Набо-
ры располагаются в таком порядке, что две соседние 
вершины отличаются знаком инверсии только одного 
аргумента. Решение заключается в объединении ука-
занных закрашенных вершин и анализе полученных 
линий, площадей или параллелепипедов.

5. Гарвардский метод. Суть этого метода заклю-
чается в  построении минимизирующей карты для 
функции от n переменных. Построение минимальной 
функции производится по специальному алгоритму.

Следует отметить, что в  литературе по теории 
дискретных устройств отсутствует описание еще од-
ного метода минимизации – метода ненаправленного 
графа.

Метод ненаправленного графа – это метод, осно-
ванный на теории графов, включающий в себя циф-
ровые преобразования. Минимизация по указанному 
методу осуществляется по следующему алгоритму:

1. Выявить минтермы (наборы переменных), при 
которых функция обращается в логическую единицу.

2. Определить уровни графа (индексы) по коли-
честву единиц в наборе.

3. Построить фрагмент графа с  определением 
дуг, соединяющих вершины графа.

Построение графа является общим для всех гра-
фических структур.

Для того чтобы построить граф, необходимо 
определить основные его характеристики.

Общее количество вершин:

Nверш = 2n,
где n – количество переменных.

Количество уровней графа: 

Nур = n + 1.
Количество вершин в  уровнях определяется по 

формуле числа на одно сочетание:

Nву = Сn
i,

где i – номер уровня, i = 0, 1, 2, …, n.

Следует отметить, что для определения числа 
вершин в уровнях удобно использовать треугольник 
Паскаля (рис. 1).

Рис. 1. Треугольник Паскаля

После того, как граф построен, необходимо со-
единить вершины, которые имеют между собой раз-
личие только в одной позиции.

Основным этапом минимизации ФАЛ по рас-
сматриваемому методу является выявление замкну-
тых контуров. Если четыре вершины, соединенные 
между собой, представляют замкнутую геометри-
ческую фигуру, то в результате минимизации полу-
чают две переменные. Если возможно объединить 
только две вершины, то получают три переменные. 
Если вершина не может быть соединена ни с одной 
другой, то ее буквенное обозначение будет полно-
стью входить в результирующую запись. Результат 
(полученные минтермы) записывают через дизъ-
юнкцию.

Одним из достоинств решения методом нена-
правленного графа является возможность миними-
зации функций, с  помощью заранее созданной за-
готовки. Для четырех переменных она имеет вид, 
представленный на рис. 2. При этом для решения не 
всегда требуется использовать полный граф, допуска-
ется построить его фрагмент (рис. 3).

Результаты исследования  
и их обсуждение

Рассмотрим пример. Пусть задана функ-
ция в виде:

.f abcd abcd abcd abcd abcd abcd abcd= ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨

Функция зависит от четырех перемен-
ных, полный граф для нее представлен на 
рис. 2. Выполним построение интересую-
щего нас фрагмента данного графа. Так как 
ФАЛ принимает значения логической еди-
ницы в записанных минтермах, то во фраг-
менте оставляем соответствующие верши-
ны с номерами 0000, 0001, 0010, 0011, 0101, 
0111, 1010 (для упрощения запишем их но-
мера в десятичной системе счисления: 0, 1, 
2, 3, 5, 7, 10 (рис. 3)).

На рис. 3 видно, что из полученного гра-
фа можно выделить два четырехугольника 
(0-1-3-2 и 1-3-7-5) и отрезок 2-10.

Из четырехугольника 0-1-3-2 видно, что 
общей частью всех вершин являются два 
первых нуля «00_ _». Также выделим об-
щую часть вершин второго четырехуголь-
ника 1-3-7-5: «0_ _1»; общую часть вершин 
отрезка 2-10: «_010». Записав полученное 
выражение в буквенном виде, получим ре-
зультат минимизации заданной ФАЛ:
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	 .f ab ad bcd= ∨ ∨  	 (1)
Выполним проверку аналитическим методом, используя законы и тождества алгебры логики.

( ) (f abcd abcd abcd abcd abcd abcd abcd abc d d bcd a= ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ = ∨ ∨ ∨

) ( ) ( ) ( )a abd c c abc d d abd c c abc bcd abd abc abd∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ = ∨ ∨ ∨ ∨ =

	 ( ) ( ) .ab c c bcd ad b b ab bcd ad= ∨ ∨ ∨ ∨ = ∨ ∨ 	  (2)

Рис. 2. Полный граф для функции четырех переменных

Рис. 3. Фрагмент графа для исследуемой ФАЛ

Сравнивая результаты решения (форму-
лы (1) и (2)), можно сделать вывод об их со-
впадении.

Выводы
Следует отметить, что главным пре-

имуществом рассмотренного метода перед 
другими является оперативность получения 
результата минимизации при количестве 
переменных более пяти. 

При нахождении верной минимальной 
формы отсутствует необходимость в  пред-

варительном расчете неопределенных зна-
чений, если таковые имеются в функции.
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