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ВНУТРЕННЕКРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ гЕЛЛЕРСТЕДТА
Водахова В.А., Карданова М.Р., Эржибова Ф.А., Баттуев М.Б.

ФГБОУ ВО «Кабардино-Балкарский государственный университет им. Х.М. Бербекова», Нальчик, 
e-mail: v.a.vod@yandex.ru

Настоящая работа посвящена вопросу однозначной разрешимости внутреннекраевой задачи для урав-
нения Геллерстедта,  когда на  эллиптической части  границы области известна  конормальная производная 
от решения, а на гиперболической части границы области задано нелокальное условие, поточечно связыва-
ющее дробные производные от значений решения на характеристиках определенного порядка, зависящего 
от порядка вырождения уравнения, со значениями решения и производной от него на линии вырождения. 
При  определенных  ограничениях  неравенственного  типа  на  известные  функции  доказана  теорема  един-
ственности.  Вопрос  существования  решения  задачи  эквивалентно  редуцирован  к  вопросу  разрешимости 
сингулярного интегрального уравнения с ядром Коши второго рода. Методом Карлемана-Векуа осущест-
влена регуляризация сингулярного уравнения и получено уравнение Фредгольма второго рода, безусловная 
разрешимость которого следует из единственности решения задачи. Определив след решения на линии вы-
рождения и производную от него, решение рассматриваемой задачи определяется как решение задачи Холм-
грена в эллиптической части рассматриваемой области и задачи Коши в гиперболической части.

Ключевые слова: нелокальная задача, оператор дробного дифференцирования, уравнение геллерстедта, 
сингулярные интегральные уравнения
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The  present work  is  devoted  to  the  unique  solvability  an  internal  boundary  value  problem  for Gellerstedt 
equation when elliptic part conormal derivative of the solution of the boundary is known, and in the hyperbolic part 
of the border area is set to a nonlocal condition pointwise binding fractional derivatives of the solution values on the 
characteristics of a certain order, depending on the order of degeneracy equation, with the values of the solution and 
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question of the solvability of a singular integral equation with Cauchy kernel of the second kind. The method of 
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problem Holmgren in the elliptic part of the area under consideration and the Cauchy problem in the hyperbolic part.
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В современной теории дифференциаль-
ных  уравнений  с  частными  производными 
теория  локальных  и  нелокальных  краевых 
задач  для  уравнений  смешанного  типа  яв-
ляется  одним  из  важнейших  разделов,  из-
учению которого посвящено немало публи-
каций.  Это  объясняется  как  теоретической 
значимостью  получаемых  результатов,  так 
и  приложениями  в  газовой  динамике,  тео-
рии  бесконечно  малых  изгибаний  поверх-
ностей,  в  безмоментной  теории  оболочек 
в магнитной гидродинамике, в теории элек-
тронного  рассеивания,  в  математической 
биологии.  Важным  этапом  в  теории  крае-
вых задач стали нелокальные задачи нового 
типа, названные задачами со смещением [7]. 
Они являются обобщением задачи Трикоми, 
содержат широкий класс корректных само-
сопряженных  задач  и  имеют  многомерные 
аналоги  [1,4].  Эти  задачи  вызвали  интерес 
многих авторов и были посвящены краевым 
задачам  для  уравнений  различных  типов 

с классическими операторами и оператора-
ми дробного в  смысле Римана – Лиувилля 
дифференцирования  в  краевых  условиях 
[1–5, 7–9]. Естественным обобщением этой 
теории  явились  внутреннекраевые  задачи 
для уравнений смешанного типа. В данной 
работе исследуется внутреннекраевая зада-
ча для уравнения Геллерстедта.

Постановка  задачи.  Рассмотрим  урав-
нение Геллерстедта

 0m
xx yysigny y U U⋅ + = ,  (1)

где  const 0m − > ,  в  конечной  области 
Ω,  ограниченной  жордановой  кривой  σ 
с концами в точках A(0,0), B(1,0), располо-
женной в полуплоскости  0y >  и характе-
ристиками AC, BC  уравнения  (1),  выходя-
щими из точки

 
1 1,
2 2

C  − 
 

. 
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∂ ∂
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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a
x

b
x

y

x D x U x

x D x U x

x U x c x U x d x x J

a δ Θ +  
+β ω Θ +  

+γ + = ∀ ∈    (3)

где a,b – вещественные числа, S – длина кривой σ, отсчитываемая от точки B;  ( ) ( )0 1,x xΘ Θ  – 
точки пересечения характеристик уравнения (1), выходящих из точки ( ),0x J∈  с характе-
ристиками AC, BC соответственно;  ( ) ( ) ( ), , ,s x xϕ a β  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,x c x d x x xγ ω δ  – за-
данные непрерывные функции, причем

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , , ,x x x c x d x C Ja β γ ∈ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 2 2, 0s C x x x c xϕ ∈ σ a +β + γ + ≠ .

0
l
xD ,  1

l
xD  – операторы дробного в смысле Римана–Лиувилля интегро-дифференци-

рования [10].
Доказательство единственности решения задачи. Теорема. В области Ω не может суще-

ствовать более одного решения задачи (1)–(3), если либо 

 ( ) ( )1 , 1 a b x x= = − ε ω = δ =   (4)
и выполняются условия

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1

11 1 0, A x x x x x x x c x
c

ε εε ε= − a + β − − ≠   (5)

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

' '

1 1 1

1
0,  0,  0,

x x x x x
A x A x A x

ε ε   − a β γ
≤ ≥ ≥   

    
  (6)

либо

 ( ) ( ) ( )2 12 1, ,  1 , a b x x x x ε−ε−= = ε δ = ω = −   (7)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 11 1

2 1 1 0,
2

A x x x x x x x x−ε −ε−ε −εΓ ε
= − a + β + − γ ≠

Γ ε    (8)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

2 2
1 1 0, 

2
x x x x x x c x

c
ε εε εΓ ε Γ − ε

− a + β − − ≠
Γ ε

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1

2 2 2

1
0,  0,  0,

xx x x x c
A x A x A x

−ε −ε′ ′   − a β
≤ ≥ ≤   

    
  (9)

где    ( )
( )

1 2

1

2 2 2 
1 4

mc
− εΓ − ε + =  Γ − ε  
, 

2 4
m

m
ε =

+
.

Пусть Ω1 и Ω2 – эллиптическая и гипербо-

лическая части смешанной области Ω.

Задача.  Найти  регулярное  в  области  Ω 
решение U(x,y) уравнения (1), удовлетворя-
ющее условиям
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Теорему  единственности  можно  до-

казать,  предварительно  доказав,  что 
если U(x,y)  является  решением уравне-
ния (1), удовлетворяющим однородным 
условиям (2), (3), то интеграл 

( ) ( )
1

0

J x x dx∗ = τ ν∫  

не может быть отрицательным, где 

( ) ( ) ( ) ( ),0 , ,0yx u x x u xτ = ν = . 

В  этом  случае  единственность  реше-
ния задачи (1)-(3) будет сразу следовать 
из соотношений [1,7]. 

( ) ( ) ( )
1

1
2 2

0

0,m
x yy U U dxdy x x dx

Ω

+ + τ ν =∫∫ ∫  

0J ∗ ≥ .
Покажем, что при выполнении условий 

теоремы  0J ∗ ≥ . Удовлетворяя решение за-
дачи Коши [1] условию (3) в результате пре-
образований получим

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 11 11 1
2

x x x x x x x x−ε −ε−ε −ε Γ ε
− a + β + − γ τ = Γ ε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 1
1 0 11 x xc x x D x x x D x−ε ε− −ε ε− = − a ν + β ν − 

 
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1 11 11 1 .
2 2

x x c x x x x d x−ε −ε−ε −εΓ ε Γ ε
− − ν + −
Γ ε Γ ε   (10)

Пусть выполняются условия (7) – (9) теоремы единственности. Перепишем (10) в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1
1 0 1 1 1 1 ,x xx x D x x D x x x f xε− ε−τ = a ν +β ν + γ ν +   (11)

где  ( ) ( )
( )

1
1

1
2

1c x
x

A x

−ε−
a = ,  ( ) ( )

( )

1
1

1
2

c x x
x

A x

−εβ
β =

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

11

1
2

1
2

x x c x
x

A x

−ε−ε−Γ ε −
γ =

Γ ε
,  ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

11

1
2

1
2

x x x
f x

A x

−ε−εΓ ε − a
=
Γ ε

.

Докажем, что решение задачи (1) – (3) единственно. Для этого при α(x)=0 покажем, что 
интеграл  J ∗  не может быть отрицательным. В самом деле,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 1 2 1 2
1 0 1 1 1

0 0 0
x xJ x x D x dx x x D x dx x x dx∗ ε− ε−= a ν ν + β ν ν + γ ν =∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1 1
2

1 1 12 2
0 0 0 0 0

1 1
1 2 1 2

x xt dt t dt
x x dx x x dx x x dx

x t t xε ε

ν ν
= a ν + β ν + γ ν
Γ − ε Γ − ε− −∫ ∫ ∫ ∫ ∫

.
Воспользуемся формулой [10] для функции  ( )Γ µ :

 ( ) ( )1

0

cos cos 0,0 1
2

t kt dt k
k

∞
µ−

µ

Γ µ µπ
= > < µ <∫ .  (12)

Полагая в ней  k x= −ξ ,  2µ = ε , получим

( )
2 1

2
2 0

1 1 cos
2 cos

t x dt
x

∞
ε−

ε = − ξ
Γ ε πε− ξ ∫ .
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Отсюда  поменяв  порядок  интегрирования,  а  затем,  интегрируя  по  частям  также  как 

и ранее [3,8], получим

( ) ( ) ( )
2 21

2 1
1

0 0 0 0

cos sin
sin

x x

J t dt x t d t d dx
∞

∗ ε−
    π  ′= − a ν ξ ξ ξ + ν ξ ξ ξ +   πε      

∫ ∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2 21 1 1
2 1 2

1 1
0 0 0

2cos sin sin
x x

x x

t dt x t d t d dx x x dxε −
    
 ′+ β ν ξ ξ ξ + ν ξ ξ ξ + πε γ ν    π     

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ .

Очевидно, что при выполнении  ( )1 0x′a ≤ ,  ( )1 0x′β ≥ ,  ( )1 0xγ ≥  будет выполняться 
* 0J ≥ . 
Пусть теперь выполняются условия (4) – (6) теоремы. Покажем, что и в этом случае 

* 0J ≥ . При выполнении условий (4) теоремы соотношение между  ( )xτ  и  ( )v x , прине-
сенное из гиперболической части Ω2 области Ω, будет иметь вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 2 0 2 1 2 2x xc x x D x x D x x x f x− ε − εν = a τ +β τ + γ τ + ,   (13)

где 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )2

1

2 1 x x
x

A x

εΓ ε − a
a =

Γ ε
,  ( ) ( )

( )
( )
( )2

1

2 x x
x

A x

εΓ ε β
β = ⋅

Γ ε
,

( ) ( ) ( )
( )2

1

1
,

x x x
x

A x

εε − γ
γ =  ( ) ( ) ( )

( )2
1

1x x d x
f x

A x

εε −
= − .

Рассмотрим интеграл

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1

1 2 1 2
0 0 0

2
x t dtdc x x dx x x dx

dx x t − ε

 τ
Γ ε ⋅ τ ν = a τ − 

−  
∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
1 1 1

2
2 21 2

0 0

,
x

t dtdx x dx x x dx
dx t x − ε

 τ
− β τ + γ τ 

−  
∫ ∫ ∫

который с учетом обозначений 

( )
( )

( )11 2
0

sin 2 ,
x t dtd x

dx x t − ε

τπε
⋅ = τ

π −∫
 

( )
( )

( )
1

21 2
sin 2

x

t dtd x
dx x t − ε

τπε
− ⋅ = τ

π −∫
и формулы обращения [10] интегрального уравнения Абеля, а также (12) примет вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 * 2 1
1 2 1 1

0 0 0

1 2 sin 2 cos cos
x

c J x x dx d t t x dt
∞

ε−Γ ε ⋅ πε πε = a τ τ ξ ξ − ξ +
π ∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 1 2
2 2 2 2

0 0 0

cos
x

x x dx d t t x dt x x dx
∞

ε−+ β τ τ ξ ξ ξ − + γ τ∫ ∫ ∫ ∫ .

Поменяв  порядок  интегрирования,  в  результате  несложных  преобразований  будем 
иметь 

( )2 *
1

1 2 sin 2 cosc JΓ ε ⋅ πε πε =
π
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 21 1 1

2 1
2 1 1

0 0 0 0

1 1 cos sin
2

t t d t d dx
∞

ε−
     
 = a τ ξ ξ ξ + τ ξ ξ ξ −    
      

∫ ∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 21

/
2 1 1

0 0 0

cos sin
x x

x t d t d dx dt
      − a τ ξ ξ ξ + τ ξ ξ ξ −   

       
∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 21 1

2 1
2 2 2

0 0 0

1 0 cos sin
2

t t d t d
∞

ε−
       − −β τ ξ ξ ξ + τ ξ ξ ξ −    

      
∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 21 1 1 1

/ 2
2 2 2 2

0 0

cos sin .
x x

x t d t d dx dt x x dx
      − β τ ξ ξ ξ + τ ξ ξ ξ + γ τ   

       
∫ ∫ ∫ ∫

С  учетом  (5),  (6)  и  того,  что 
1 sin 2 cos 0c πε πε > ,  из  последнего  заклю-
чаем, что интеграл  * 0J ≥ . Таким образом, 
при выполнении условий (4) – (6) или (7) – 
(9) теоремы единственности доказано, что 

( ) ( )
1

*

0

0.J x x dx= τ ν ≥∫  

Отсюда  заключаем  единственность  ре-
шения задачи.

Доказательство существования решения 
задачи.  Переходя  к  доказательству  суще-
ствования решения задачи (1) – (3) относи-
тельно кривой σ будем предполагать, что 1) 
параметрические  уравнения  кривой  σ,  где 
s  – длина дуги, отсчитываемая от точки B; 
функции x(s), y(s) имеют непрерывные про-
изводные x′(s), y′(s) на отрезке  , необраща-
ющиеся одновременно в ноль; производные 
x″(s), y″(s) удовлетворяют условию Гельдера 

на  [0,  l],  где  l  –  длина σ;  2)  в  окрестности 
концов кривой σ выполнено условие 

( )1mdx cy s
ds

+≤ ,

где с=const.
Покажем  сначала,  что  решение  задачи 

(1) – (3) существует в случае, когда выпол-
нены условия (4) – (6). Для этого потребуем 
дополнительно

( ) ( ) ( )1

11x x xεβ = − β ,  1ε > ε

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3
1, , , ,x x x c x x C J C Ja β γ a ∈ ∩ .

Фундаментальное  соотношение 
между  ( )xτ   и  ( )xν ,  принесенное  на  J 
из  эллиптической  части  Ω1 смешанной 
области Ω имеет вид 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )( )

1 1
2 22

22 2 2 2 1 21 2
0 0

0 1
1 2 1 22 1 2 1

t x dt t dt k kkx k
xx t xt xt x − ε − ε − ε− ε

′− τ τ τ τ
ν = − − − +

− ε − ε+ − − ε −−∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )21 1
2

00 0

,0; ,0 , ; ,0
,

H t x q x
t dt s ds

y y y
∂ ∂ ξ η

+ τ + χ
∂ ∂ ∂∫ ∫    (14)

где свойства функций  ( )sχ ,  ( ),0; ,0H t x ,  ( )2 , ; ,0q xξ η  хорошо известны [1,7]. Ис-
ключив  ( )xν  из (14) и (13) в результате замены  ( ) ( )2 2x x xε−ρ = τ  получим сингу-
лярное интегральное уравнение

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

1 1 2 ,
2

B x
A x x d f x

i x x x
 − ξ

ρ + + ρ ξ ξ = π ξ − ξ + − ξ 
∫   (15)

где

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 cos 2 1
sin 2

A x c A xπ = πε − +πε
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1

1
1 cos 2 1 1x x x x xε εε 

+ πε − β − − a Γ ε 
;

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2
1 1 1

1 1 ;B x i c A x x x x f x x R F xεε ε− ∗ 
 = π + − β = τ +   Γ ε 

.

Последнее с учетом обозначения 
2

2 ,1 2 2
t ξ
=

− ξ + ξ
 

2

21 2 2
xy
x x

=
− +

 примет вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

B y t dt
A y y R f y

i t y

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ρ

 ρ + = ρ + π −∫ ,  (16)
где

 ( ) ( ) ( )21 2 2y x x x∗ρ = − + ρ ,  ( ) ( ) ( )21 2 2f y x x f x∗ = − + , 
1

y
x

y y
=

+ −
, 

( ) ( ) ( )21 2 2A y x x A x∗ = − + ,  ( ) ( ) ( )21 2 2B y x x B x∗ = − + .
Таким образом, задача (1) – (3) эквивалентна в смысле разрешимости сингуляр-

ному интегральному уравнению (16). Так как

 ( ) ( )2 2 0A y B y∗ ∗− ≠ , 
то уравнение (16) нормального типа [6]. В соответствии с этим его решение может 
быть построено согласно общей теории [6]. Из свойств оператора R и функций, вхо-
дящих в уравнение заключаем, что

 ( ) ( ) ( )2x H J C yτ ∈  . 

По найденному  ( )xτ  можно определить  ( )xν  из соотношения (13). Затем решение 
( ),u x y  задачи (1) – (3) может быть найдено в области Ω2 как решение задачи Коши, 

а в области Ω1 по формуле

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0
0 0

00 0

,0; ,
, , ; ,

G x x y
u x y x dx s G x y ds

y
∂

= τ + ϕ ξ η
∂∫ ∫ ,

где  ( ), ; ,G x yξ η  – функция Грина задачи (1), (2),  ( ) ( ),0u x x= τ  [1].

Существование  решения  задачи  (1)–(3) 
при  выполнении  условий  (7)–(8)  теоремы 
доказывается также путем редукции к син-
гулярному  интегральному  уравнению,  ин-
декс которого равен нулю.
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