
МЕЖДУНАРОДНЫЙ ЖУРНАЛ ПРИКЛАДНЫХ  
И ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ    № 11,   2018

15 ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ 
УДК 556:[533.6+004.3]
ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ТЕЧЕНИЙ 

ВЯЗКОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ 
1,2Баламирзоев А.Г., 3Иванов В.В.

1ФБГОУ ВО «Московский автомобильно-дорожный государственный технический университет 
(МАДИ)», Махачкалинский филиал, Махачкала, e-mail: abdul2000@yandex.ru;

2ФБГОУ ВО «Дагестанский государственный педагогический университет», Махачкала;
3ФБГОУ ВО «Дагестанский государственный технический университет», Махачкала

В настоящей статье предлагаются результаты математического моделирования течений в сферическом 
сосуде с помощью численного решения полных нестационарных уравнений движения вязкой несжимаемой 
жидкости в форме Навье – Стокса с соответствующими начальными и граничными условиями с помощью 
методов конечных объемов и  конечных элементов. Постановкой математической задачи предполагаются 
предварительный разгон вращения жесткой сферической оболочки, целиком заполненной вязкой несжимае-
мой жидкостью, до заданной угловой скорости и затем резкое торможение оболочки с одновременным иссле-
дованием нестационарного поля скоростей и давлений инерционного осесимметричного течения. Вклад сил 
вязкого трения в суммарное силовое воздействие течения на стенки сосуда можно учитывать при разработке 
компьютерных программ для автоматической системы стабилизации, например, космического аппарата. Это 
позволит учитывать инерционное влияние жидкости при выполнении компенсационных, коррекционных 
и ориентационных разворотов объекта, что позволит экономить жидкое топливо. Для наземного и морского 
транспорта, содержащего большие количества жидкости, подобные возмущения не являются критическими, 
однако их следует учитывать при проектировании цистерн и танков нефтеналивных судов. По результатам 
численного моделирования течений и характеру изменения полей окружной скорости и скоростей вторич-
ных течений можно составить зависимости сил и круговых моментов вязкого трения жидкости о  стенки 
сосуда. Приведены результаты численного моделирования инерционных осесимметричных течений вязкой 
несжимаемой жидкости, целиком заполняющей сферический резервуар с жесткими стенками. Предлагаются 
результаты решения уравнений движения жидкости для нестационарного затухающего течения, проводится 
анализ распределения линий тока и циркуляций в меридиональных плоскостях сосуда.
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This paper presents the results of mathematical modeling of flows in a spherical vessel by numerical solution 
of complete nonstationary equations of motion of a viscous incompressible fluid in the Navier-Stokes form with the 
corresponding initial and boundary conditions using finite volume and finite element methods. The mathematical 
problem assumes a preliminary acceleration of rotation of a rigid spherical shell filled entirely with viscous 
incompressible fluid to a given angular velocity and then a sharp braking of the shell with simultaneous investigation 
of the unsteady field of velocities and pressures of the inertial axisymmetric flow. The contribution of viscous friction 
forces to the total force effect of the flow on the vessel walls can be taken into account in the development of computer 
programs for an automatic stabilization system, for example, a spacecraft. This will take into account the inertial effect 
of the liquid when performing compensation, correction and orientation turns of the object, which will save liquid 
fuel. For land and sea transport containing large quantities of liquid, such disturbances are not critical, but should be 
considered in the design of tanks and tanks for oil tankers. According to the results of numerical simulation of flows and 
the nature of changes in the fields of circumferential velocity and velocities of secondary flows can be made depending 
on the forces and circular moments of viscous fluid friction on the vessel wall. The results of numerical simulation of 
inertial axisymmetric flows of a viscous incompressible fluid that completely fills a spherical tank with rigid walls are 
presented. The results of the solution of the equations of fluid motion for a damped non-stationary flow, the analysis of 
the distribution of current lines and circulations in the meridional planes of the vessel.
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В последние десятилетия исследования 
поведения жидкости в полостях твердых тел 
имеют широкое приложение к  различным 
транспортным перевозкам жидких грузов, 
например, с  помощью цистерн и  нефтена-
ливных судов-танкеров. Кроме того, весь-

ма актуальными представляются проблемы 
внутренних течений жидкого топлива на 
борту объектов ракетной и космической тех-
ники, влияние которого может быть весьма 
существенным из-за отсутствия при движе-
нии объекта, например, на орбите планеты, 
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каких-либо точек опоры. Компенсационные 
мероприятия по предотвращению аварий-
ных ситуаций, стабилизации траектории 
и  режима движения объекта сопряжены 
с дополнительным расходом топлива, запа-
сы которого на борту ограничены.

Исследования влияния жидкости на 
стенки сосудов и  внутренние стабили-
зирующие устройства в  виде кольцевых 
и  радиальных перегородок также пред-
ставляются достаточно актуальными 
с точки зрения определения эффективно-
сти силового воздействия на внутренние 
течения жидкости и  минимально необ-
ходимой массы конструкций. Снижение 
суммарной массы внутренних устройств 
позволяет увеличить полезную нагрузку 
объекта, продолжительность полета объ-
екта и надежность управления им в про-
цессе орбитального полета.

Подобные задачи о  внутренних тече-
ниях подразделяются на исследования 
в сосудах, частично заполненных идеаль-
ной жидкостью, которые имеют наиболь-
шее распространение в большом массиве 
научной информации. Второй группой за-
дач, менее многочисленной и исследован-
ной недостаточно полно, представляются 
работы, посвященные изучению поведе-
ния вязкой несжимаемой жидкости, цели-
ком заполняющей резервуары различной 
геометрии  [1]. Такие течения имеют вид 
осесимметричных вращений жидкости 
вокруг одной или нескольких осей сим-
метрии сосуда и  отличаются меньшими 
силовыми воздействиями на стенки по 
сравнению с  частично заполненными ре-
зервуарами. Такие воздействия, как пра-
вило, представляются силами или круго-
выми моментами вязкого трения жидкости 
о стенки и динамического влияния на вну-
тренние перегородки [2].

Указанные воздействия могут являть-
ся причиной угловой неустойчивости объ-
екта, отклонений от штатной программы 
полета и  требуют компенсации со сторо-
ны системы стабилизации объекта. В слу-
чаях углового маневрирования объекта на 
орбите, например, для смены ориентации 
на Солнце или коррекции траектории дви-
жения, в  автоматическую систему стаби-
лизации необходимо вводить данные об 
условиях полета, что сопряжено с  боль-
шими материальными затратами. Напри-
мер, Национальным аэрокосмическим 
агентством (НАСА) США было выделено 
около 400 млн долларов для гидродинами-
ческих исследований поведения жидкого 
топлива на борту космического объекта 
учеными Юго-Западного исследователь-
ского института (США) [3]. Однако пред-

ставляется наиболее рациональным 
и  эффективным проведение модельных 
исследований в  наземных лабораторных 
условиях с  учетом критериев подобия 
и распространением результатов на натур-
ные условия и объекты.

Постановка задачи  
и средства моделирования 

В лаборатории гидродинамики Даге-
станского государственного технического 
университета были проведены комплекс-
ные гидродинамические исследования зам-
кнутых течений жидкости на специально 
разработанной экспериментально  анали-
тической базе. Комплекс средств включал 
в  себя оригинальные конструкции экспе-
риментальных стендов, методы моделиро-
вания, средства измерения и  регистрации 
параметров течений, а  также математиче-
ские методы моделирования с  помощью 
пакетов прикладных программ и  числен-
ных методов решения уравнений движения 
жидкости [4, 5].

В настоящей статье предлагаются ре-
зультаты математического моделирования 
течений в  сферическом сосуде с  помо-
щью численного решения полных неста-
ционарных уравнений движения вязкой 
несжимаемой жидкости в форме Навье  – 
Стокса с  соответствующими начальны-
ми и  граничными условиями с  помощью 
методов конечных объемов и  конечных 
элементов. Постановкой математической 
задачи предполагались предварительный 
разгон вращения жесткой сферической 
оболочки, целиком заполненной вязкой 
несжимаемой жидкостью, до заданной 
угловой скорости и затем резкое торможе-
ние оболочки с  одновременным исследо-
ванием нестационарного поля скоростей 
и давлений инерционного осесимметрич-
ного течения.

Согласно известным условиям мо-
делирования осесимметричных течений 
рассматривалась половина продольного 
сечения сферы [4], а  гипотеза о  симме-
тричности течения относительно эквато-
риальной плоскости сосуда [5] позволяла 
рассматривать течения в  масштабе ква-
дранта сферы, что увеличивало вычисли-
тельный ресурс для решения подобной за-
дачи. Таким образом, граничные условия 
для рассматриваемой задачи подразумева-
ли равенство нулю скоростей жидкости на 
стенках и на вертикальной оси вращения 
сосуда.

Начальные условия задачи выражали 
твердотельное вращение жидкости соглас-
но зависимости азимутальной (окружной) 
скорости u = Ω.R, где Ω – начальная угловая 
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скорость сосуда; R  – расстояние контроль-
ной точки до оси вращения сосуда. Зависи-
мость во времени течения согласно гипо-

тезе Н.А. Слезкина  [1] можно представить 
экспоненциальным рядом по убывающим 
степеням экспоненты
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kJ λ   – функции Бесселя 3/2 порядка;  

t – время затухания скорости жидкости.
В течении, описываемом равенством (*), 

необходимо учитывать особенности гео-
метрии сосуда и  отсутствие четко обозна-
ченного перехода границ между верхней 
(нижней) и  боковыми стенками, как это 
имеет место в цилиндре [6]. Возможные не-
вязки граничных условий из-за взаимного 
влияния течений в  соседних слоях могут 
обуславливать неустойчивость численной 
расчетной схемы, поэтому сферическая об-
ласть разбивалась на более мелкие элемен-
ты порядка 295000  элементов. Основной 
трудностью при численном моделировании 
представлялось количественное определе-
ние скоростей вторичных циркуляционных 
течений в меридиональных плоскостях сфе-
ры, которые определяют картину течения 
в азимутальной плоскости сосуда.

В качестве основного инструмента для 
решения уравнений движения жидкости ис-
пользовался лицензированный программ-
ный пакет АNSYS СFХ. Это позволило по-
лучить результаты распределения скоростей 
по всему объему сосуда в  различные мо-
менты времени нестационарного течения, 
а  также линии тока для циркуляционных 
течений в меридиональных плоскостях, по-
зволяющих установить структуру трехмер-
ных течений и их влияние на формирование 
силовых воздействий со стороны жидкости 
на стенки сосуда.

Направление циркуляционных тече-
ний подтверждает гипотезы Х. Гринспе-
на [1] о структуре и характере развития во 
времени вторичных течений в  ограничен-
ных объемах. Например, в  экваториальной 
плоскости имеет место радиальное тече-
ние, направленное от оси вращения сферы 
к  периферии сосуда, имеющее вид спира-
ли с  центром на оси вращения. В верхней 
и нижней областях сосуда, а также в области 
оси вращения формируются соответствен-
но нисходящие и  восходящие циркуляции, 
что подтверждает общую гипотезу о симме-
тричности течения в сосуде при малых на-
чальных угловых скоростях вращения обо-
лочки. При возрастании чисел Рейнольдса, 

а соответственно, компонент вектора скоро-
сти условия симметрии относительно оси 
вращения, а также экваториальной плоско-
сти сферы могут не соблюдаться. Проведен-
ные автором экспериментальные измерения 
полей скорости течений позволили устано-
вить качественное, в  пределах 27 %, соот-
ветствие экспериментальных и  численных 
результатов распределения скоростей в эк-
ваториальной плоскости и меридиональных 
циркуляций [6].

На рис. 1 представлены результаты чис-
ленного расчета течения в  экваториальной 
плоскости сферы в  сравнении с  данными 
расчета профилей окружной скорости по 
Н.А. Слезкину  [1], при малых числах Рей-
нольдса Rе = 920, когда достаточно велико 
влияние вязкой диффузии, а  инерционные 
члены уравнений движения малы. Кроме 
того, можно наблюдать симметричность 
распределения окружной скорости с  вос-
ходящим течением в  левой части сечения 
сферы и ниспадающим – в правой, что со-
ответствует результатам измерений в  этой 
плоскости с помощью термоанемометриче-
ских датчиков скорости [6]. Формирование 
определенного направления циркуляцион-
ных течений обуславливается возникнове-
нием неравновесия между радиальным гра-
диентом давления, центробежными силами 
инерции и кориолисовыми силами, которые 
могут вносить существенный вклад в  де-
стабилизацию циркуляционного течения, 
являясь причиной дробления циркуляций 
на меньшие по масштабу структуры.

Результаты численного расчета позво-
лили получить расчетные профили окруж-
ной скорости, которые представлены на 
рис. 2 в сравнении с данными вычислений 
по уравнению (*) из работы Н.А. Слезки-
на  [1]. Анализ структуры профиля скоро-
сти позволил установить характерные зоны 
с твердотельным распределением скорости 
(зона  1), седловидным участком кривой 
(зона 2) и экстремумом скорости на границе 
с  пристеночным заторможенным течением 
(зона 3). Указанные результаты имеют ка-
чественное сходство с  данными экспери-
ментальных измерений с погрешностью не 
более 20–23 % в  исследованном диапазоне 
чисел Рейнольдса Rе = 700–12500.
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Прямо пропорциональное увеличе-

ние окружной скорости и  при возраста-
нии расстояния R до оси вращения сосуда 
дополняется резким снижением скорости 
в  пристеночной заторможенной области, 
характеризуя сильное влияние вязкой диф-
фузии в течении. Верификация математиче-
ской модели с помощью тестовых расчетов 
поля скоростей и  давлений в  экваториаль-
ной области цилиндра  [6] свидетельствует 
о корректности разработанной математиче-
ской модели и правильном выборе гранич-
ных условий для задачи о течении в сфере. 
По результатам численного моделирова-
ния течений и  характеру изменения полей 
окружной скорости и  скоростей вторич-
ных течений можно составить зависимости 
сил и  круговых моментов вязкого трения 
жидкости о  стенки сосуда. Сопоставление 
численных данных с  результатами экс-
периментальных исследований позволяет 

количественно оценить корректность ма-
тематической модели течений и  составить 
полную трехмерную картину нестационар-
ного течения в сфере.

По аналогии с  оценкой структуры вто-
ричных течений при изменении времени 
затухания скорости в  цилиндре на рис. 3 
приведена эволюция циркуляций в  сфере 
во времени, где показаны вторичные тече-
ния, состоящие из четырех циркуляций при 
Т = 2,34, которые затем, при Т = 12,7, пре-
образуются в  двухциркуляционные струк-
туры [5, 6]. Как видно из рисунка, цир-
куляционная система состоит из базовой 
циркуляции, центр которой располагается 
на координатах R = 0,78 и =/4, и трех более 
мелких структур (рис. 3, а и б), которые при 
Т = 10,7 объединяются в одну циркуляцию. 
При этом скорость течения в пределах базо-
вой циркуляции затухает, однако ее ориен-
тация в пространстве остается постоянной.

Рис. 1. Контурное изображение распределения окружной скорости  
на экваторе сферы при Rе0 = 920, полученное автором, в сравнении  

с результатами расчета уравнения (1) по Н.А. Слезкину (сплошная кривая)

Рис. 2. Профили окружной скорости на экваторе сферы, полученные численным расчетом 
в сравнении с результатами Н.А. Слезкина (1) при Rе0 = 920
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В качестве еще одного примера эволю-
ции циркуляций во времени в  сфере мож-
но привести результаты численного расче-
та при Rе = 2150, приведенные на рис. 4, 
где в начале течения возникает устойчивая 
трехциркуляционная структура (рис. 4, а). 
При возрастании времени Т = 7,67 она 
трансформируется в двухциркуляционную, 
которая существует до безразмерного вре-
мени Т = 11,2, а  при достаточно больших 
значениях Т = 15,3 представляет собой 
одну циркуляцию. В данном случае базовая 
циркуляция располагается в  экваториаль-
ной области сферы и  только при больших 
значениях времени становится преобладаю-
щей во всем пространстве квадранта.

При числах Рейнольдса Rе = 3750 пере-
ход к  двухэлементной циркуляции происхо-
дит примерно в  таком же диапазоне окруж-
ных скоростей, что и течение, представленное 
на рис. 4, однако оси циркуляций ориентиро-
ваны вертикально. В свою очередь, переход 
к  базовой циркуляции осуществляется при 
больших значениях безразмерного времени 
Т = 15,3, когда инерционные члены уравне-
ний движения жидкости весьма малы и пре-
обладают силы вязкого трения [6].

Как видно из рис. 3 и 4, наиболее устой-
чивая циркуляция располагается на ради-

альной координате R = 0,7 – 0,85 при мери-
диональном угле = 40–47o (рис. 3 и 4, а–г), 
которая благодаря вязкой диффузии су-
ществует достаточно долго и  теряет свою 
энергию лишь в  заключительной стадии 
течения. При этом более мелкие разноори-
ентированные циркуляционные структуры, 
в  которые вовлечены приосевые и  азиму-
тальные течения, обладают меньшим коли-
чеством движения, однако более активно 
участвуют в перераспределении структуры 
меридионального течения.

Различные гипотезы о фактической не-
осесимметричности подобных круговых 
течений и слабой симметричности относи-
тельно азимутальной плоскости сферы име-
ют право на существование, однако нужда-
ются в экспериментальном и аналитическом 
подтверждении. Это сопряжено с необходи-
мостью решения трехмерных нестационар-
ных задач с  учетом большого количества 
факторов, моделирование которых в насто-
ящее время находится в  стадии разработ-
ки. Однако приведенные осесимметричные 
численные решения нестационарной задачи 
позволяют качественно оценить и предста-
вить характер развития гидродинамической 
картины течения в  сферическом сосуде 
и создать информационную базу для разра-

		  а) 		           б) 			      в)			    г)	

Рис. 3. Слияние четырех циркуляций в две при возрастании времени затухания  
окружной скорости течения в сфере по результатам численного моделирования  

при Rео = 2500: а) Т = 2,34; б) 6,13; в) 10,7; г) 12,7

	 а)		       б) 		             в)			   г)		         д)	

Рис. 4. Слияние трех циркуляций в одну при возрастании времени затухания  
окружной скорости течения по результатам численного моделирования  

при Rе0 = 2150: а) Т = 1,57; б) 3,64; в) 7,67; г) 11,2; д) 15,3
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ботки трехмерных математических моделей 
течений в ограниченных объемах.

Выводы

Эволюция циркуляционных течений 
в  меридиональных плоскостях во времени 
свидетельствует об их существенном вли-
янии на картину распределения окружной 
скорости в сфере. Это, в свою очередь, по-
зволяет количественно определить силовые 
влияния жидкости на стенки и  установить 
направление этих воздействий на кон-
струкцию сосуда. Кроме того, зависимости 
величин скорости от времени течения по-
зволяют проследить экспоненциальный ха-
рактер изменения силовых воздействий во 
времени, что подтверждает предложенные 
Н.А. Слезкиным аналитические оценки ха-
рактера затухания азимутальной скорости 
течения.

Таким образом, вклад сил вязкого тре-
ния в суммарное силовое воздействие тече-
ния на стенки сосуда можно учитывать при 
разработке компьютерных программ для 
автоматической системы стабилизации, на-
пример, космического аппарата. Это позво-
лит учитывать инерционное влияние жид-
кости при выполнении компенсационных, 

коррекционных и  ориентационных раз-
воротов объекта, что позволит экономить 
жидкое топливо. Для наземного и морского 
транспорта, содержащего большие количе-
ства жидкости, подобные возмущения не 
являются критическими, однако их следу-
ет учитывать при проектировании цистерн 
и танков нефтеналивных судов.
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