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В	работе	рассмотрено	моделирование	процесса	диффузии	и	переноса	веществ	в	различных	средах	с	при-
менением	единого	математического	аппарата.	Рассматривается	общая	система	дифференциальных	уравнений	
в	частных	производных	для	описания	диффузии	вещества	и	изменения	кинетики	массообмена	веществ.	При-
водимая	система	уравнений	по	аналогии	может	описывать	различные	с	физической	точки	зрения	процессы	
диффузии	и	изменения	удельного	объема	вещества	в	различных	средах.	Для	этого	была	проведена	проверка	
размерностей	всех	величин,	входящих	в	уравнения	по	методам	подобия	и	размерности.	Решение	общей	си-
стемы	уравнений	с	различными	начальными	и	граничными	условиями	было	осуществлено	методом	конеч-
ных	разностей	с	применением	неявной	(устойчивой)	разностной	схемы.	Решение	линейных	алгебраических	
уравнений	 по	 полученной	 неявной	 разностной	 схеме	 реализовано	 с	 помощью	 метода	 обратной	 прогонки.	
Полученные	решения	могут	быть	использованы	при	описании	процессов	диффузии	и	массообмена	вещества	
при	описании	химических	процессов,	биохимических	реакций	в	организмах,	фильтраций	жидкостей	в	средах,	
такие	как	грунты,	почвы,	атмосфера,	дисперсные	среды	и	т.п.	Для	этого	необходимо	заменить	соответствую-
щие	коэффициенты	в	уравнениях,	которые	соответствуют	описанию	модели	соответствующей	среды.	
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The	paper	considers	modeling	of	the	process	of	diffusion	and	transfer	of	substances	in	various	media	using	
a	 single	mathematical	 apparatus.	A	general	 system	of	partial	differential	 equations	 is	 considered	 to	describe	 the	
diffusion	of	matter	and	the	change	in	the	kinetics	of	mass	exchange	of	substances.	By	analogy,	the	given	system	of	
equations	can	describe	different	processes	of	diffusion	and	changes	in	the	specific	volume	of	matter	in	various	media.	
To	do	this,	the	dimensions	of	all	the	quantities	included	in	the	equations	were	checked	by	similarity	and	dimension	
methods.	The	solution	of	the	general	system	of	equations	with	different	initial	and	boundary	conditions	was	carried	
out	by	the	method	of	finite	differences	using	the	implicit	(stable)	difference	scheme.	The	solution	of	linear	algebraic	
equations	according	to	an	implicit	difference	scheme	is	implemented	using	backward-sweep	method.	The	received	
solutions	can	be	used	at	the	description	of	processes	of	diffusion	and	a	mass	exchange	of	substance	when	description	
of	chemical	processes,	biochemical	reactions	in	organisms,	filtrations	of	liquids	in	media,	such	as	grounds,	soils,	
atmosphere,	disperse	media,	etc.	For	 this	purpose	it	 is	necessary	to	replace	 the	corresponding	coefficients	 in	 the	
equations	which	match	the	description	of	model	of	the	corresponding	media.
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Процессы	 диффузии,	 проникновения	
и	 переноса	 вещества	 в	 различных	 средах	
могут	 сильно	 различаться	 по	 своей	 физи-
ческой	 природе,	 но	 при	 этом	 быть	 описа-
ны	 одними	 и	 теми	 же	 математическими	
моделями.	Эти	модели,	как	правило,	носят	
сложный	характер	и	могут	включать	в	себя	
различные	 направления	 математики.	 Од-
нако	 во	 многих	 случаях	 могут	 быть	 опи-
саны	 дифференциальными	 уравнениями	
в	частных	производных.	Часто	такие	урав-
нения	 сложны	 и	 не	 имеют	 аналитических	
решений,	 и	 приходится	 получать	 решения	
в	 частном	 случае	 или	 прибегать	 к	 числен-
ным	методам.	Сложность	таких	уравнений	
обусловлена	 процессом	 диффузии	 и	 мас-
сообмена	 в	 средах,	 свойства	 которой	 мо-

гут	 быть	 описаны	 различными	 моделями,	
и	чем	сложнее	процесс	и	среда,	 тем	слож-
нее	уравнения.

Так,	 например,	 движение	 масс	 веще-
ства	 в	 организме	 происходит	 за	 счет	 био-
химических	реакций.	Важную	роль	играет	
движение	масс	 вещества	из	 внеклеточного	
пространства	в	клетки	и,	наоборот,	из	кро-
ви	 во	 внеклеточное	 пространство.	 Такое	
перемещение	 вещества	 связано	 с	 различи-
ем	концентраций	веществ	в	различных	ча-
стях	организма	и	движением	этих	веществ	
по	концентрационному	градиенту,	что	явля-
ется	процессом	диффузии.	Диффузия	в	рас-
творе	представляет	скачки	молекул	из	одно-
го	 квазиравновесного	 состояния	 в	 другое,	
на	расстоянии	порядка	1Å.	При	этом	проис-
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ходит	выравнивание	концентраций	по	всей	
жидкости	[1].	

Цель	 исследования	 заключается	 в	 по-
строении	и	получении	дискретных	решений	
общей	 системы	 уравнений,	 описывающих	
процесс	диффузии	и	массообмена	в	различ-
ных	средах. 

Материалы и методы исследования 
В	 работе	 используются	 методы	 чис-

ленного	 моделирования	 систем	 диффе-
ренциальных	 уравнений,	 методы	 научных	
аналогий	 и	 методы	 теории	 подобия	 и	 раз-
мерности.	В	качестве	основы	материала	ис-
следований	для	описания	процесса	диффу-
зии	 рассмотрим	 уравнение,	 связывающей	
пространственное	 и	 временное	 изменение	
концентрации	(второй	закон	Фика)	[2]:	

 
2

2

C CD
t x

∂ ∂=
∂ ∂

,		 (1)

где	С – концентрация	вещества	в	жидкости;	
x	 –	 линейная	 координата	 перемещения	 ве-
щества;	D	–	коэффициент	диффузии.

Следует	 отметить,	 что	 уравнение	 диф-
фузии	 (1)	справедливо	при	условии	закона	
сохранения	 вещества	 в	 рассматриваемом	
объеме,	при	условии,	что	не	происходит	ни-
каких	химических	реакций.	Для	учета	реак-
ций	справедливо	[2]:
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2
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t x
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,		 	(2)

где	q	 –	 скорость	образования	 (связывания)	
молекул	вещества.	

Математическая	 модель	 возбуждения	
нейрона	Лазарева	имеет	следующий	вид	[3]:

 
2

2

C Ck
t x
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∂ ∂

,		 (3)

где	k	–	коэффициент	диффузии.
С	 учетом	 диффузии	 вещества	 уравне-

ние	(3)	запишется	в	следующем	виде:	
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2

C Cm v i k
t x

∂ ∂= ⋅ −
∂ ∂

,		 (4)

где	m	и	v	–	некоторые	постоянные;	i	–	сила	
тока,	 притягивающая	 к	 перегородкам	 кле-
ток	 ионы.	 Формально	 уравнения	 (2)	 и	 (4)	
одинаковы	 и	 описывают	 процесс	 одно-
мерной	 диффузии	 вещества	 (солей,	 ионов	
и	т.д.)	в	клетках.	

На	 наш	 взгляд,	 принятые	 модели	
не	 вполне	 точно	 отражают	 реалии	 проте-
кающего	 процесса	 в	 некоторых	 задачах.	
Например,	 если	 не	 существует	 перегород-
ки	x2	 (рис.	1)	и	необходимо	определить	ве-
личину	 (глубину)	х,	на	которую	предельно	

проникают	 ионы.	 Необходимо	 также	 учи-
тывать:	 скорость	 фильтрации;	 плотность	
солей;	 удельный	 объем	 солей	 за	 мембран-
ной	 перегородкой,	 а	 также	 его	 изменение	
по	времени	t	и	расстоянию	х.

Рис. 1. Схема моделирования  
одномерной диффузии

Понятия,	 относящиеся	 к	 ионизации	
(скорость	фильтрации,	удельный	объем	со-
лей,	плотность),	при	формализации	описы-
ваются	 понятиями	 скорости	 диффузии	 ио-
нов,	зарядом	за	перегородкой	x1	и	т.д.

Рассмотрим	 предлагаемые	 уравнения	
движения	 ионов	 посредством	 диффузии	
через	мембрану	x1	[2]:	

 
2

0 02

C C CDm v m
x x t t

∂ ∂ ∂ξ ∂− − δ =
∂ ∂ ∂ ∂

,		 (5)

где	D	 –	 коэффициент	 конвективной	 диффу-
зии	L3t-1;	C	–	концентрация	вещества	(ионов)	
в	 жидкости,	 ML-3;	 x	 –	 удельный	 объем	 ве-
щества (ионов,	солей	и	т.п.)	в	среде в	д.	ед.;	 
m0	 –	 проницаемость	 (в	 некоторых	 случаях	
пористость); v	–	скорость	фильтрации	L3t-1; 
δ	–	плотность	солей, ML-3.	Здесь	размерно-
сти	величин	даны	в	виде	обозначений	вели-
чин	из	теории	подобия	и	размерности.	

Левая	 часть	 уравнения	 (5)	 определяет	
ускорение	 изменения	 концентрации	 солей	
по	величине	перемещения	х,	с	учетом	диф-
фузии	D	и	проницаемости	m0:

 
2

0 2

CDm
x

∂
∂

.	 	(6)

В	 правой	 части	 уравнения	 приведено	
выражение	скорости	изменения	концентра-
ции	по	времени	с	учетом	проницаемости:

 0
Cm
t

∂
∂

.		 (7)

В	 уравнениях	 (1)	 и	 (3),	 по	 сути,	 при-
равнивают	 зависимости	 (6)	 и	 (7).	 На	 наш	
взгляд,	 необходимо	 учесть,	 что	 величина	
ускорения	 концентрации	С по	 координате	
х	уменьшается	в	зависимости	от	изменения	
скорости	фильтрации	v	и	скорости	измене-
ния	концентрации	по	х:	 C x∂ ∂ .	Кроме	того,	
очевидно,	что	на	ускорение	(6)	влияет	в	сто-
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рону	уменьшения	плотность	δ	и	изменение	
удельного	 объема	 ξ	 по	 времени.	 В	 связи	
с	этим	в	уравнении	(5)	учтены	в	левой	части	
второе	и	третье	слагаемые.	

Воспользовавшись	первой	теоремой	по-
добия,	 определим	 соответствие	 размерно-
стей	в	правой	и	левой	частях	уравнения	(5):

 
2 2

0 2 3 3

1 ;C L M MDm
x t L L t L

 ∂ = ⋅ ⋅ = ∂ ⋅ 
		 (8)

 3 3

1 ;C L M Mv
x t L L t L

∂  = ⋅ ⋅ = ∂ ⋅ 
		 (9)

 3 3

1 ;M M
t L t t L

∂ξ  δ = ⋅ = ∂ ⋅ 
		 (10)

 0 3 3

1 .C M Mm
t L t t L

∂  = ⋅ = ∂ ⋅ 
		 (11)

Все	 члены	 уравнения	 (5)	 имеют	 оди-
наковые	 размерности,	 что	 говорит	 о	 его	
применении	для	 описания	 различных	про-
цессов	в	средах.	При	диффузии	изменяется	
(или	может	изменяться)	 удельный	объем	ξ	
проникающего	 вещества.	 Его	 значение	 за-
висит	 от	 плотности	 обобщенного	 коэффи-
циента	ионоотдачи	γ	и	предельной	концен-
трации	насыщения	ионами	Сm.	

Скорость	изменения	ξ	по	времени	опи-
сывается	уравнением	кинетики	массопере-
носа	вещества	[4]:

 ( ) ,k
mC C

t
∂ξ γ= − − ξ
∂ δ

		 (12)

где	 k – коэффициент	 заполнения.	 Коэф-
фициент	 k	 описывает	 физику	 ионизации:	
k = 0	 –	 поверхностная	 (пленочная)	 ио-
низация;	 0 1k< ≤ 	 –	 объемная	 ионизация	
(дисперсная).

Таким	 образом,	 процесс	 диффузии	
и	массообмена	вещества	можно	описать	си-
стемой	уравнений:

 
( )

2

0 02 ;

.k
m

C C CDm v m
x x t t

C C
t

 ∂ ∂ ∂ξ ∂− − δ = ∂ ∂ ∂ ∂∂ξ γ = − − ξ ∂ δ

		(13)

Для	 решения	 системы	 (13)	 необходи-
мо	задать	начальные	и	граничные	условия	
для	функций	C(x,	t) и	ξ(x,	t).	Для	функции	
C(x,	t)	 граничные	 условия	 могут	 прини-
мать	вид

0(0, ) ;
( , ) 0.

C t C
C L t

x

=
∂ = ∂

 
( )0

0

(0, ) (0, ) ;

( , ) 0.

C t v C t C
x m D

C L t
x

∂ = − ∂


∂ = ∂

		 (14)

Особенностью	первого	условия	(14)	яв-
ляется	мгновенное	образование	зоны	посто-
янной	концентрации	Со	на	входной	поверх-
ности	 рассматриваемого	 участка	 (х = 0).	
Второе	условие	(14)	выражает	баланс	диф-
фузии	 ионов	 во	 входном	 сечении	 потока:	
расход	 ионов,	 поступающих	 в	 мембраны	
вследствие	фильтрации	Соv,	 равен	 расходу	
ионов	 на	 поверхности	 (x = 0),	 формирую-
щемуся	в	результате	диффузии,	фильтрации	
и	 пористости.	 Использование	 этого	 усло-
вия	даёт	постепенную	ионизацию	входного	
сечения	до	концентрации	Со.	Второе	усло-
вие	 (14)	 предпочтительнее	 первого	 усло-
вия	(14).	В	обоих	граничных	условиях	(14)	
в	конечном	участке	х = L	рассматриваемой	
области	принимается,	что	скорость	диффу-
зии	ионов	в	этом	сечении	постоянна	и	по-
этому	градиент	концентрации	равен	нулю.	

Также	 зададим	 начальные	 условия	
(t = 0)	для	функций	ξ(x,t)	и	C(x,t):

 		 (15)

где Cн	–	концентрация	в	начальный	момент	
времени	вдоль	оси	x; ξ0	 –	 величина	удель-
ного	 объема	 в	 начальный	момент	 времени	
в	области.	

Таким	образом,	постановка	задачи	сле-
дующая:	 необходимо	найти	 распределение	
концентрации	 C(x,	t) и	 удельного	 объема	
ξ(x,	t)	вдоль	оси	х	и	во	времени.	В	математи-
ческой	постановке	эта	задача	сводится	к	ре-
шению	системы	(13)	с	условиями	(14)-(15).	
Решение	 системы	 (13)	 в	 аналитическом	
виде	представляет	определенные	математи-
ческие	трудности.	

Для	 удобства	 решения	 введём	 без-
размерную	 координату	 и	 время:	 x x L= ,	

ot vt m L= ,	тогда	уравнения	(13)	и	условия	
(14)–(15)	можно	записать	для	объемной	ио-
низации	(k = 1)	в	безразмерном	виде:

2

2

1 ( );

1 ( ) ,

m

m

C C C N C C
Pet xx

N C C
t

∂ ∂ ∂= − + − ∂ ∂∂
∂ξ = − − ξ δ∂

		 (16)

где	
0

vLPe
m D

= 	 –	 критерий	 Пекле;	

0m L
N

v
γ

= 	 –	 критерий	 растворения.	В	 но-
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вых	 обозначениях	 условия	 (14)-(15)	 при-
мут	вид

0(0, ) ;

(1, ) 0.

C t C

C t
x

 =

∂ = ∂

 
( )0(0, ) (0, ) ;

(1, ) 0 .

C t Pe C t C
x

C t
x

∂ = − ∂


∂ = ∂

		 (17)	

 		 (18)

Таким	 образом,	 решение	 системы	
уравнений	 (13)	 с	 условиями	 (17)-(18)	 бу-
дет	 зависеть	 только	 от	 двух	 безразмерных	
критериев	 Pe	 и	 N,	 изменяя	 которые	 мож-
но	 получить	 различные	 режимы	 процесса	
диффузии	 и	 изменения	 удельного	 объема	
проникающего	вещества.	Это	позволяет	по-
лучить	решения	 ( , )C x t 	и	 ( , )x tξ 	модельной	

задачи	на	отрезке	 [ ]0;1x ∈ 	в	безразмерном	
виде	 в	 зависимости	 от	 двух	 критериев	Pe 
и	 N для	 различных	 процессов	 диффузии,	
фильтрации	и	кинетики	переноса	вещества	
в	различных	средах.	

Для	 решения	 этой	 задачи	 был	 приме-
нен	 численный	 метод	 конечных	 разностей	
по	 неявной	 разностной	 схеме	 с	 использо-
ванием	метода	обратной	прогонки.	Как	из-
вестно	неявные	схемы	устойчивы	и	позво-
ляют	 получить	 сходящиеся	 дискретные	
решения	 для	 любых	 соотношений	 шагов	
по	аргументам	 t 	и	 x 	[5].	

Решение	 уравнений	 (17)–(18)	 находит-
ся	 в	 области	 R = [0	≤	 x 	≤	1]×[0	≤	 t 	≤	T].	
В	 области	 R	 была	 введена	 равномерная	
прямоугольная	 сетка,	 образованная	 пере-
сечением	 линий	 ( 0,1,..., )ix i h i M= ⋅ =  
и	 ( 0,1,..., )jt j j P= ⋅ τ = ;	величины	h, t	яв-
ляются	шагами	сетки	по	переменным	 x 	и	t ;	 

[1 / ]M h= 	 и	 [ / ]P T= τ 	 –	 целые	 части	 со-
ответствующих	дробей.	 Значения	функций	
в	 узлах	 сетки	 обозначаются	 ( , )j

i jiC C x t=  
и	 ( , )j

i ji x tξ = ξ .	
Конечноразностная	 схема	 для	 систе-

мы	(16)	имеет	вид

 
( )

1 1 1
1 1

1 1

, ( 1,2,..., 1);
1 , ( 1,2,..., 1).

j j j
i i i i

j j j j
i i m i i

AC GC BC F j P

N C C i M

+ + +
− +

+ +

 − + = − = −



ξ = ξ − τ − ξ = − δ

		 (19)

Граничные	 и	 начальные	 условия	 (17)–
(18)	имеют	вид	

1 1
0 1

1
1 1

j j ohPeC
C C

hPe hPe
+ += +

+ +
,

  1 1
1

j j
M MC C+ +

−= ,	 ;	 0 .i oξ = ξ 		 (20)

На	 каждом	 временном	 слое	 jt 	 пер-
вое	 уравнение	 аппроксимированной	 си-
стемы	 (19)	 представляет	 собой	 систему	
линейных	 алгебраических	 уравнений	
для	 определения	 величин	 1j

iC + 	 на	 следу-
ющем	временном	 слое;	 правые	части	 этих	
уравнений	 известны,	 поскольку	 содержат	
значения	 решения	 с	 предыдущего	 времен-
ного	 слоя.	 Решение	 системы	 линейных	
уравнений	для	определения	 1j

iC + 	осущест-
вляется	 методом	 обратной	 прогонки	[5].	
После	 определения	 1j

iC + 	 определяется	 j
iξ  

по	второму	уравнению	системы	(19).	Таким	
образом,	 определяются	 значения	 концен-
трации	диффузора	 ( , )j

i jiC C x t= 	и	удельно-
го	объема	вещества	 ( , )j

i ji x tξ = ξ 	в	дискрет-

ном	 виде	 для	 каждой	 точки	 по	 длине	 оси	
[ ]0;1x ∈ 	в	течение	времени	 t .	

Результаты исследования  
и их обсуждение

На	 рис.	2	 приведена	 зависимость	 рас-
пределения	 концентрации	 ( , )C x t 	 ио-
нов	 во	 времени	 при	 различных	 значени-
ях	 Pe	 и	 N	 в	 серединном	 сечении	 области	

[ ]0;1x ∈ .	 Из	 распределения	 концентраций	
на	 рис.	2	 видно,	 что	 при	 возрастании	 кри-
терия	Пекле	и	средних	значениях	критерия	
растворения	 концентрация	 ионов	 в	 филь-
трующейся	 плазме	 сравнительно	 быстро	
достигает	 предельной	 концентрации	 на-
сыщения	 Сm за	 счет	 увеличения	 скорости	
фильтрации	и	 достаточно	 большого	 значе-
ния	 коэффициента	 ионоотдачи	 g.	 При	 ма-
лых	значениях	критерия	Пекле	и	критерия	
растворения	 процесс	 растворения	 проте-
кает	 значительно	 медленнее	 и	 концентра-
ция	 убывает	 до	 величины	С0	 за	 счет	 того,	
что	 на	 входном	 сечении	 грунта	 происхо-
дит	 постепенное	 опреснение	 до	 величи-
ны	С0	(вторые	граничные	условия	(17)).
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Рис. 2. Изменение концентрации диффузора ионов во времени 

Рис. 3. Изменение удельного объема вещества среды во времени

На	рис.	3	показана	зависимость	распре-
деления	удельного	объёма	 ( , )x tξ  от	време-
ни	также	при	различных	значениях	Pe	и	N 
в	серединном	сечении	области	 [ ]0;1x ∈ .	

Из	 распределения	 удельного	 объема	
на	рис.	3	видно,	что	при	больших	и	малых	
числах	 Пекле,	 через	 определенное	 время,	

содержание	 удельного	 объема	 переноси-
мого	 вещества	 в	 среде	 становится	 посто-
янным,	 что	 свидетельствует	 о	 насыщении	
ионами фильтрующейся	 среды	 до своего	
предельного	значения	Cm	(или	установлении	
фильтрата)	и	процесс	изменения	удельного	
объема	x вещества из	среды	прекращается.	
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Заключение

Полученные	решения	для	С	и	x	системы	
универсальных	дифференциальных	уравне-
ний	в	частных	производных	(16)	с	условия-
ми	(17)–(18)	позволяют	смоделировать	про-
цесс	 диффузии	 и	 массопереноса	 веществ	
в	 различных	 средах.	 За	 счет	 своей	 уни-
версальности	 система	 по	 аналогии	 может	
описывать	 различные	 с	 физической	 точки	
зрения	 процессы	 диффузии	 и	 изменения	
удельного	 объема	 вещества	 в	 различных	
средах.	Это	позволяет	использовать	резуль-
таты	 решения	 при	 описании	 химических	
процессов,	 биохимических	 реакций	 в	 ор-

ганизмах,	фильтраций	жидкостей	в	средах,	
такие	 как	 грунты,	 почвы,	 атмосфера,	 дис-
персные	среды	и	т.п.
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