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Проведенные	в	последнее	время	исследования	показали,	что	вычислительная	 графика,	или	компью-
терная	начертательная	геометрия,	позволяет	расширить	арсенал	решаемых	инженерных	задач.	В	целях	рас-
ширения	области	применения	данной	науки	в	работе	особое	внимание	уделяется	методике	ее	применения.	
Особенность	состоит	в	том,	что	используемый	графический	редактор	вносит	дополнительные	возможности	
метода.	Прежде	всего,	это	точность,	под	которой	надо	понимать	не	только	число	знаков	в	ответе,	но	и	под-
тверждение	 новых	методических	 изысканий.	С	 другой	 стороны,	 это	 чисто	 компьютерные	 сведения.	 Так,	
заложенный	в	программу	математический	аппарат	позволяет	не	только	изобразить	произвольную	кривую,	
но	и	измерить	ее	параметры.	Компьютерное	распрямление	циркульной	кривой	позволяет	измерять	площади	
поверхностей	вращения,	лежащих	в	основе	метода	двухкоординатной	развертки.	Главное	внимание	в	работе	
посвящено	изложению	методик	решения	задач,	включая	известные,	которые	позволяют	получить	не	только	
достаточно	точный	численный	ответ,	но	и	некоторые	дополнительные	сведения.	В	частности,	 это	 графи-
ческий	метод	решения	 системы	трех	уравнений	 с	 тремя	неизвестными,	 стереометрическое	исследование	
пирамиды,	мало	используемый	в	начертательной	геометрии	метод	координационных	сфер	и	другие.	
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Recent	 studies	 have	 shown	 that	 computational	 graphics	 or	 computer	 descriptive	 geometry	 can	 expand	 the	
arsenal	 of	 engineering	 problems	 to	 be	 solved.	 In	 order	 to	 expand	 the	field	 of	 application	 of	 this	 science	 in	 the	
work,	special	attention	is	paid	to	the	methodology	of	its	application.	The	peculiarity	is	that	the	used	graphic	editor	
introduces	additional	capabilities	of	the	method.	First	of	all,	this	is	accuracy,	by	which	one	should	understand	not	
only	the	number	of	characters	in	the	answer,	but	also	the	confirmation	of	new	methodological	research.	On	the	other	
hand,	this	is	purely	computer	information.	Thus,	 the	mathematical	apparatus	included	in	the	program	allows	not	
only	to	depict	an	arbitrary	curve,	but	also	to	measure	its	parameters.	Computer	straightening	of	the	circular	curve	
allows	you	to	measure	the	areas	of	surfaces	of	revolution,	which	are	the	basis	of	the	two-coordinate	sweep	method.	
The	main	attention	in	the	work	is	devoted	to	the	presentation	of	methods	for	solving	problems,	including	the	known	
ones,	which	make	it	possible	to	obtain	not	only	a	sufficiently	accurate	numerical	answer,	but	also	some	additional	
information.	In	particular,	this	is	a	graphical	method	for	solving	a	system	of	three	equations	with	three	unknowns,	a	
stereometric	study	of	the	pyramid,	the	method	of	coordination	spheres,	which	is	little	used	in	descriptive	geometry,	
and	others.
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С	 методической	 точки	 зрения	 начерта-
тельная	геометрия	(НГ)	–	это	наука,	позволя-
ющая	решать	инженерные	задачи	по	изобра-
жению	трехмерных	объектов	на	плоскости,	
имеющей	два	измерения.	При	этом	исследу-
емый	объект	рассматривается	из	бесконеч-
но	удаленных	точек	в	разных	направлениях,	
обычно	трех	взаимно	перпендикулярных.

В	классическом	виде	НГ	–	основа	инже-
нерной	 графики,	 является	 базой	 создания	
проектной	 и	 конструкторской	 документа-
ции.	 Кроме	 того,	 в	 публикациях	 показано,	
что	методы	НГ	применимы	при	решении	за-
дач	в	разных	областях	знаний	[1].

Наиболее	полно	применимость	НГ	в	ре-
шении	 задач	 разных	 областей	 знаний	 по-
казала	Н.Ф.	Траутман	 в	 задачнике	 [2].	По-

скольку	данное	издание	не	переиздавалось	
около	 70	 лет	 и	 неизвестно	 современному	
читателю,	 кратко	 изложим	 методики	 «ка-
рандашного»	исполнения.

Математический	 блок	 (алгебраические	
уравнения,	 стереометрия,	 тригонометрия,	
аналитическая	 геометрия).	Общий	методи-
ческий	 принцип	 состоит	 в	 том,	 что	 мате-
матическим	 зависимостям	 присваивается	
геометрический	образ,	и	ответ	достигается	
путем	 построения	 прямых	 и	 циркульных	
линий.	При	 этом,	 как	 это	ни	 странно,	 гра-
фически	можно	решить	более	сложные	за-
дачи	[3,	4].	

В	 аналитической	 геометрии	 известно,	
что	 пересечением	 двух	 уравнений	 первой	
степени	 с	 тремя	 неизвестными	 является	
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прямая	линия	[5].	А	что	лежит	в	пересече-
нии	двух	уравнений	второй	степени	 (част-
ный	случай).
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С	 точки	 зрения	 НГ	 каждое	 из	 пред-
ставленных	уравнений	представляет	собой	
поверхность	 цилиндра.	Ось	 одного	 из	 них	
вертикальна,	 а	 второго	 –	 горизонтальна	
(рис.	 1).	 Пересечением	 являются	 две	 оди-
наковые	кривые	–	два	эллипса	с	численным	
значением	полуосей	5	и	5√2,	имеющих	про-
странственную	 ориентацию.	 Естественно,	
данный	 пример	 не	 имеет	 практического	
значения,	однако	он	может	быть	использо-
ван	математиками	для	описания	простран-
ственного	эллипса	по	бесчисленному	числу	
точек	 линии	 пересечения	 цилиндров,	 най-
денных	графически.	

Рис. 1. Пересечение  
цилиндрических поверхностей

Теоретическая	 механика.	 Имея	 дело	
с	векторами	 (сила,	момент	силы	и	др.)	 эта	
дисциплина	использует	в	качестве	инстру-
мента	тригонометрию,	а	именно	табличные	
значения	 синусов	 и	 косинусов.	 Методиче-
ски	 проще	 осуществлять	 прямые	 постро-
ения	и	измерения,	что	существенно	облег-
чает	 решение	 особенно	 трехмерных	 задач.	
В	задачнике	[2]	показано	более	20	примеров	
в	 обоснование	 сказанного,	 позволяющих	
без	особых	проблем	путем	прямых	измере-
ний	углов	отработать	методику	решения	за-
дач	по	данной	теме.	

И,	как	это	ни	странно,	методы	НГ	при-
менимы	в	решении	задач	из	области	маши-
ностроения	 и	 технологии	 обработки	 ме-
таллов.	В	 [2,	 с.	 146–160]	при	 графическом	
задании	 условия	 задач	 изложены	 способы	
обработки	металла	фрезерованием,	создания	
сложной	 трехмерной	 детали,	 например	 ку-
лачковой	муфты	с	тремя	зубьями	[2,	с.	147]	
и	 др.	Как	и	 в	 предыдущем	варианте,	 мето-
дически	 проще,	 используя	 предлагаемые	

технологические	 приемы,	 получать	 ответ	
путем	прямых	измерений.	Этот	способ	удо-
бен	 и	 станочникам,	 например,	 при	 работе	
с	системами	ЧПУ.

Далее,	 расширяя	 области	 применения	
методов	 НГ,	 изложенные	 в	 [2],	 отметим	
задачи,	 связанные	 с	 конструкциями	 подъ-
емно-транспортных	 механизмов,	 образо-
вание	 форм	 металлорежущих	 механизмов,	
оптических	 конструкций	 и	многие	 другие.	
Их	 переосмысливание	 в	 свете	 излагаемой	
концепции	 существенно	 обогатит	 методи-
ческие	основы	НГ.

Обобщая	 изложенное,	 отметим	 неко-
торое	 единство	методик.	Это	 изображения	
прямых	 и	 циркульных	 кривых	 в	 трехмер-
ном	пространстве	и	манипуляции	с	ними.

А	 почему	же	 за	 столь	 длительное	 вре-
мя,	 прошедшее	 с	 момента	 их	 публикации,	
они	не	нашли	применение?	Единственный	
ответ:	это	точность.	

При	 всей	 изящности	 решения	 инже-
нерный	 расчет	 должен	 быть	 убедитель-
ным	количественно.

Материалы и методы исследования
Если	 руководствоваться	 философией	

Гегеля,	 развитие	 происходит	 по	 спирали.	
В	 данном	 случае	 на	 ее	 новом	 витке	 стоит	
великое	 изобретение.	 Это	 компьютерные	
графические	программы.

Использование	 точных	 компьютерных	
методов	 построений	 и	 измерений	 суще-
ственно	 расширяет	 возможности	 примене-
ния	НГ	[6].

Каковы	плюсы	и	минусы?
Во-первых,	 как	 следует	 из	 вышеизло-

женного,	это	наглядность.	Приятнее	строить	
линию	 пересечения	 цилиндров,	 чем	мани-
пулировать	с	алгебраическими	операциями.

Во-вторых,	 это	 практически	 абсолют-
ная	точность.	Координаты	точки	пересече-
ния	трех	плоскостей	компьютерная	графика	
обеспечит	с	любым	(разумным)	числом	зна-
ков,	что	позволяет	ее	математический	аппа-
рат,	заложенный	внутри.

Достоверность.	 Проверить	 координаты	
точки	пересечения	гораздо	проще,	чем	вы-
полнять	 десятки	 порой	 однотипных	 мате-
матических	 операций	 для	 подтверждения	
полученного	результата.

Наконец,	 это	 логичность.	 Одно	 дело	
играючи	 вырезать	 отверстие	 в	 сфере	 и	 со-
всем	другое	умножать,	менять	знаки,	раскры-
вать	скобки	без	права	на	ошибки	при	этом.

Недостатком	 является	 отсутствие	 уни-
версальности.	Не	все	математические	зави-
симости	удается	перевести	в	образы.

И	все-таки,	несмотря	на	это,	компьютер-
ная	графика	позволяет	получать	и	новые	на-
учные	результаты.
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Результаты исследования  

и их обсуждение
В	частности,	известен	метод	двухкоор-

динатной	 равновеликой	 развертки	 поверх-
ности	 вращения,	 позволяющий	 измерять	
телесные	 углы	 [7].	 Доказана	 возможность	
извлечения	 квадратного	 корня	 из	 отрица-
тельных	чисел.	Создана	теория	векторного	
исчисления	на	обычной	плоскости.	Сложе-
ние	 синусоид	 опробовано	 в	 теоретической	
электротехнике.	

Далее	приведем	методики	решения	не-
которых	инженерных	задач.	

Решение алгебраических уравнений.	Ре-
шим	систему	трех	уравнений	первой	степе-
ни	с	тремя	неизвестными.
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	Представим	заданные	плоскости	в	виде	
следов,	 по	 точкам	 схода	 на	 осях	 коорди-
нат	 (рис.	 2).	 Графическую	 визуализацию	
решения	 осуществим	 традиционным	

для	 начертательной	 геометрии	 методом,	
за	исключением	того,	что	построения	вы-
полнены	средствами	редактора	КОМПАС-
3D.	 В	 качестве	 примечания	 отметим,	
что	 использована	 система	 обозначений	
принятая	в	[8].	

Используем	 оригинальную	 методику	
решения,	изложенную	в	[2].

По	 точке	 пересечения	 горизонтальных	
следов	плоскостей	P и	Q	построена	линия	
их	пересечения.	Ею	является	фронталь	MN.

Искомая	точка	пересечения	(А)	плоско-
сти	R	с	MN	вычислена	с	помощью	вспомо-
гательной	плоскости	S.	

Ответ.	 x	 =	 12,259036;	 y	 =	 27,500000;	 
z	=	43,240964.

Анализируя	данную	методику,	отметим,	
что	без	использования	кропотливых	матема-
тических	вычислений	получен	ответ	с	ше-
стью	значащими	цифрами	после	запятой.	

Решение стереометрических задач гео-
метрии.	Применение	компьютерной	графи-
ки	 позволяет	 обогатить	методику	 решения	
подобных	задач	путем	получения	дополни-
тельных	 сведений,	 недоступных	 традици-
онных	методическим	вариантам.

Рис. 2. Графическое решение системы уравнений
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Рис. 3. Графическое решение задачи 

Задача	(по	мотивам	задачи	403	[2,	с.	128]).	
Дана	пирамида	SADCD	(рис.	3),	в	которой	вер-
шина	S	 проецируется	 в	 точку	О	на	основа-
нии,	делящую	AD	в	отношении	AO:OD	=	3:4,	
что	является	 нетрадиционным	для	НГ.	Пи-
рамиду	 рассечь	 плоскостью,	 перпендику-
лярной	к	AD	так,	чтобы	получилась	трапе-
ция,	 в	 которую	 вписана	 окружность.	
Вычислить	 параметры	 трапеции,	 диаметр	
и	 центр	 окружности,	 а	 также	 координаты	
точек	ее	касания	с	трапецией.	Примечание.	
Последние	 требования	 являются	 новинкой	
излагаемой	методики.

Методические	 указания.	 Из	 курса	 гео-
метрии	 известно,	 что	 геометрическим	 ме-
стом	 центров	 окружностей,	 касающихся	
граней	трехгранного	угла,	является	отрезок,	
исходящий	из	его	вершины	и	центр	любой	
окружности,	 вписанной	 в	 равнобедренный	
треугольник,	лежащий	в	плоскости,	перпен-
дикулярный	одной	из	его	граней.	

С	 другой	 стороны	 центр	 искомой	
окружности,	 касающейся	 граней	 двугран-
ного	угла,	лежит	в	плоскости,	проходящей	
через	BC	и	середину	высоты	пирамиды.	

Точка	их	пересечения	является	искомой.	
Схема	решения.
1.Через	 вершину	 S	 проведена	 фрон-

тальная	 плоскость	 S12.	 С	 использованием	
компьютерной	команды	Окружность каса-
тельная трех отрезков	 построена	вписан-
ная	окружность.	Ее	диаметр	24,	а	центр	(точ-
ка	3)	помечен	точкой	в	виде	треугольника.

2.	На	профильной	проекции	через	точки	
А	и	3	построен	отрезок А4.	

3.	Построена	 точка	5	–	 середина	высо-
ты	SO.

4.	На	профильной	проекции	через	 точ-
ки	D и	5	построен	профильный	след	иско-
мой	плоскости.

5.	Построена	точка	пересечения	6	(поме-
чена	кружком)	пересечения	линий	А4	и	D5.

6.	 На	 профильной	 и	 горизонтальной	
проекциях	 построены	 следы	 фронтальной	
плоскости,	 проходящей	 через	 точку	 6	 (по-
мечены	утолщенными	отрезками).

7.	С	помощью	линий	связи	на	фронталь-
ной	плоскости	построена	искомая	трапеция	
(заштрихована).

8.	С	помощью	компьютерной	програм-
мы	в	трапецию	вписана	окружность.	

9.	 На	 рис.	 3	 показаны	 некоторые	 из-
меренные	 параметры,	 число	 которых	
при	необходимости	можно	 увеличить	про-
стым	компьютерным	измерением.	Площадь	
трапеции	 составляет	 980	 квадратных	 еди-
ниц	(мм).

Анализируя	 приведенную	 методику,	
отметим	 сочетание	 в	 ней	 разных	 учебных	
дисциплин.	Это	стереометрия:	методы	сече-
ния	 пирамиды.	Начертательная	 геометрия:	
рассмотрение	 объекта	 с	 разных	 сторон	
(три	 проекции).	 Компьютерная	 графика:	
окружность,	касающаяся	трапеции,	измере-
ние	площади.

Геометрическая кристаллография.	Гео-
метрические	 образы	 вычислительной	 гра-
фики	не	привязаны	ни	к	какой	области	зна-
ний,	поэтому	применим	их	к	сугубо	научной	
теме.	Это	строение	атома	или	кристаллогра-
фия.	 К	 ней	 относятся	 задачи,	 касающиеся	
внешнего	вида	кристаллов	или	их	внутрен-
него	 строения	 (кристаллическая	 решетка,	
упаковка	шаров).

При	этом	отметим	методическую	новиз-
ну	 количественного	 исследования	 коорди-
нат	отдельных	точек	поверхности	сферы.

Упаковка	шаров	(по	мотивам	задачи	759		
[2,	с.	246]).

Задача. На	дне	кубического	ящика,	вну-
треннее	ребро	которого	равно	80	мм,	вплот-
ную	лежат	четыре	одинаковых	шара.	

Определить	 величину	 диаметра	 шара,	
лежащего	 на	 дне	 и	 касающегося	 этих	ша-
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ров,	 диаметра	шара	лежащего	на	 этих	ша-
рах	и	касающегося	крышки,	а	также	(новиз-
на)	 координаты	всех	 точек	касания	шаров,	
приняв	за	начало	отсчета	центр	дна	ящика.

Рис. 4. Графическое условие задачи

Методически	 в	 данном	 случае	 помимо	
начертательной	 геометрии	 необходимо	 ис-
пользовать	теорию	координационных	сфер,	
используемой	в	кристаллографии.

Ее	суть	состоит	в	том,	что	центры	трех	
шаров	 образуют	 треугольник.	 Центр	 опи-

санной	вокруг	них	сферы	является	центром	
искомого	 шара.	 Особенность	 методики	
в	 том,	 что	 иногда	 третий	 шар	 необходи-
мо	добавлять.

На	 рис.	 4	 показано	 исходное	 условие	
задачи	 и	 вид	 сверху	 на	 выполненное	 ре-
шение.	Искомые	шары	показаны	утолщен-
ной	линией.

Основные	построения	показаны	на	рис.	5,	
на	котором	показано	сечение	ящика	диаго-
нальной	плоскостью.	С	методической	точки	
зрения	отметим	еще	одну	особенность	гра-
фического	 метода.	 Здесь	 каждое	 действие	
визуализировано	типом	и	цветом	элемента.	

Для	построения	координационных	сфер	
к	 днищу	 и	 крышке	 привязаны	 дополни-
тельные	 шары	 диаметром	 40	 (штриховая	
основная	 нестандартная	 линия).	 Найден-
ные	 методами	 компьютерной	 графики	 ко-
ординационные	 сферы,	 касающиеся	 трех	
шаров	 каждая	 численно	 равны	 (радиус)	
50	и	65	единиц.

Искомые	точки	касания	сфер	помечены	
кружком	 (малая	сфера)	и	квадратом	 (боль-
шая	 сфера).	 Численные	 размеры	 точек	 ка-
сания	 от	 дна	показаны	на	 чертеже.	Тради-
ционные	методы	начертательной	геометрии	
позволяют	вычислить	координаты	и	других	
точек	соприкосновения.

Рис. 5. Метод координационных сфер
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Заключение

Используя	 геометрическую	 интерпре-
тацию,	 методы	 начертательной	 геометрии	
пригодны	для	решения	 задач	 в	 разных	об-
ластях	знаний.	

В	 первую	 очередь	 это	 учебные	 дисци-
плины	 математического	 цикла.	 Среди	 них	
аналитическая	 геометрия,	 стереометрия,	
алгебра	 и	 др.	 Реальные	 формы	 геометри-
ческих	тел	–	идеальная	основа	применения	
методов	начертательной	геометрии.	В	мето-
дической	 литературе	 приводятся	 варианты	
задач	 из	 областей	 машиностроения,	 тех-
нологии	 обработки	 металлов,	 образования	
форм	металлорежущих	инструментов	и	др.

Универсальность	 графических	 мето-
дик	позволяет	использовать	их	и	в	научных	
изысканиях	и,	в	частности,	в	физико-хими-
ческом	 анализе,	металлографии,	 геометри-
ческой	кристаллографии	и	др.

Далее	отметим	методическую	уникаль-
ность	геометрических	решений.	Во-первых,	
это	логичность.	Построить,	пусть	по	стро-
гим	 правилам	НГ,	 точку	 пересечения	 трех	
плоскостей	значительно	проще,	чем	выпол-
нить	десятки	математических	манипуляций.	

Во-вторых,	это	достоверность.	Для	под-
тверждения	ответа	достаточно	измерить	ко-
ординаты	пусть	даже	десятка	точек.

Однако	начертательная	геометрия	глав-
ное,	 но	 не	 единственное	методическое	 до-
стижение.	 Она,	 как	 и	 математика,	 должна	
получать	 убедительный	 количественный	
результат.	 Единственный	 способ	 достиже-
ния	этого	–	использование	графического	ре-
дактора,	 математический	 аппарат	 которого	
позволяет	получить	 результат	практически	
с	любым	числом	знаков.

Кроме	 того,	 компьютерная	 программа	
по	 сравнению	 с	 карандашным	 решением,	
предлагает	 специфические	 возможности,	
расширяя	 класс	 решаемых	 задач.	 В	 дан-
ном	 случае	 можно	 говорить	 о	 новом,	 гра-
фическом,	 способе	 доказательстве	 нового	
метода.	

Суть	его	состоит	в	том,	что	если	при	слож-
ных	преобразованиях	чертежа	по	правилам	
начертательной	 геометрии	 ответом	 являет-
ся	 заранее	 предполагаемая	 точка	 и	 прием	
подтвержден	многократно,	то	метод	можно	
считать	доказанным.	В	частности,	 этот	ва-
риант	использован	при	разработке	методов	
ортогонального	 проецирования	 на	 наклон-
ную	плоскость	[9].

Наконец,	главная	методическая	находка	
данной	работы	состоит	в	сочетании	разных	
дисциплин:	начертательная	геометрия,	сте-
реометрия	 и	 компьютерная	 графика,	 пока-
занная	выше	при	исследовании	пирамиды.
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