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Теория пенсионных рент тесно связана с идеологией нетто-премий теории страхования жизни. Ма-
тематическая теория страхования широко используется при решении многих задач, которые определяют-
ся требованиями рыночной экономики. Требования практики дают толчок развитию теории страхования 
и тесно связанной с ней теории рент и вынуждают исследователей обращаться к более сложным математи-
ческим моделям в указанной области. Появляются новые методы расчета рент, которые сокращают время 
принятия оптимальных решений в условиях отсутствия достаточной информации о рынках новых видов 
пенсионных услуг. Целью работы является исследование свойств непараметрических оценок пожизненной 
ренты по модельным и реальным данным продолжительностей жизни жителей одного из районов Томской 
области. Модельные данные генерируются известным в прикладной статистике методом исключения из рас-
пределения Мэйкхама, который широко используется на практике в теории страхования жизни. Это рас-
пределение характеризуется следующим важным свойством: для малых возрастов оно учитывает смерт-
ность от несчастных случаев, при этом с увеличением возраста влияние несчастных случаев на смертность 
ослабевает. Критерием качества исследуемых оценок служит эмпирическая среднеквадратическая ошибка. 
Показывается, что эмпирические среднеквадратические ошибки оценок, построенных по выборкам из рас-
пределения Мэйкхама и по выборкам реальных данных, убывают с ростом объемов наблюдений.
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The theory of pension annuities is closely related to the ideology of net premiums of the life insurance 
theory. The mathematical theory of insurance is widely used to solve many problems that are determined by the 
requirements of the market economy. The requirements of practice give impetus to the development of insurance 
theory and the closely related theory of annuities and force researchers to turn to more complex mathematical 
models in this area. New methods of calculating annuities appear that reduce the time for making optimal decisions 
in the absence of sufficient information about the markets of new types of pension services. The aim of the work is 
to study the properties of nonparametric estimates of life annuity based on model and real data on the life expectancy 
of residents of one of the districts of the Tomsk region. The model data are generated by the method of exclusion 
from the Makeham distribution, which is well known in applied statistics and is widely used in practice in the theory 
of life insurance. This distribution is characterized by the following important property: for young ages, it takes 
into account mortality from accidents, while with increasing age, the effect of accidents on mortality weakens. The 
quality criterion of the studied estimates is the empirical mean square error. It is shown that the empirical root-mean-
square errors of estimates constructed from samples from the Makeham distribution and from samples of real data 
decrease with increasing volumes of observations. 
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Введение
Современный этап развития обществен-

ных социально-экономических отношений 
требует нетривиальных подходов к идеоло-
гии расчета пенсионных рент [1, с. 13–46, 
170–194], что связано:

– с влиянием на страховой рынок таких 
непредсказуемых явлений, как эпидемии, 
природные катастрофы, социальные ката-
клизмы и т.п. [2–4],

– с появлением новых видов страховых 
и пенсионных услуг [5, 6]. 

Согласно работе Г.И. Фалина пожизнен-
ная рента определяется как денежная сумма, 
выплачиваемая человеку раз в год в течение 
его жизни [1, c. 170–172]. Для удобства рас-
четов такую денежную сумму принимают 
равной условной единице. Таким образом, 
пожизненную ренту можно определить сле-
дующей формулой [1, c. 183–184; 7]:
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	 ( )1( ) 1 ( , )/ ( ) ,xa x S x−δ = δ −Φ δ 	 (1)
где x – возраст человека, когда начинаются 
выплаты платежей, δ – интенсивность про-
центов, S(x) = P(X > x) является функцией 
выживания случайной величины Х, которая 
определяет продолжительность его жизни,

	 ( , ) ( ) .x t

x
x e e dS t

∞
δ −δΦ δ = − ∫ 	 (2)

Суть пожизненной ренты состоит в  сле-
дующем: заключивший договор клиент воз-
раста x перечисляет компании сумму ( )xa δ  
условных денежных единиц; затем компа-
ния будет в течение всей его жизни каждый 
год платить по одной условной единице де-
нежных сумм. Понятно, что ( ) 1.xa δ >>

Рассмотрим задачу оценивания непре-
рывных пожизненных рент по выборке 
X1, … Xn продолжительностей жизни инди-
видуумов [8–10]. Использование класси-
ческих методов статистической обработки 
данных часто не позволяет получать адек-
ватные модели, на основе которых строит-
ся стратегия развития страховой компани-
ей. При использовании классических пара-
метрических оценок и моделей требуется 
информация об изучаемом явлении c точно-
стью до неизвестных параметров. На прак-
тике часто возникают проблемы с выбором 
подходящих параметрических оценок и мо-
делей. Обработка данных с привлечением 
методов непараметрической статистики по-
зволяет синтезировать простые и адекват-
ные (с известными статистическими свой-
ствами) оценки и модели в условиях, когда 
информация об изучаемом явлении носит 
общий характер [11].

В статье исследуются свойства непара-
метрических оценок пожизненной ренты 
(1), построенных по модельным и реаль-

ным данным продолжительностей жизни 
индивидуумов. Модельные данные гене-
рируются согласно распределению Мэйк-
хама. Показывается, что эмпирические 
среднеквадратические ошибки (СКО) оце-
нок, построенных по выборкам из распре-
деления Мэйкхама, а также по выборкам 
реальных данных, убывают с ростом объ-
емов наблюдений. Таким образом, каче-
ство оценивания улучшается с ростом объ-
емов выборок.

Отметим, что полученные результаты 
оценивания ренты (1) распространяются 
на общий случай функционалов рент, опи-
сывающих, в частности, и новые виды стра-
ховых услуг [12, с. 52–63; 13].

Целью работы является исследование 
свойств непараметрических оценок пожиз-
ненной ренты по модельным и реальным 
данным продолжительностей жизни жите-
лей одного из районов Томской области.

Проведем синтез оценки ренты (1). Сна-
чала оценим S(x) в формуле (1) эмпириче-
ской функцией выживания 

	
1

1( ) ( ),
n

n i
i

S x I X xn =
= >∑ 	 (3)

где X1, … Xn – случайная выборка продолжи-
тельностей жизни индивидуумов, I(Xi > x) – 
индикатор события Xi > x, n – объем выбор-
ки. Как известно, эмпирическая функция 
выживания является непараметрической 
оценкой. 

Подставив Sn(x) (3) в функционал (2), 
имеем

1
( , ) ( ) ,i

x n X
n i

i

ex e I X xn
δ

−δ

=
Φ δ = >∑

откуда согласно формуле (1) в качестве не-
параметрической оценки ренты получаем

	 1 1

1
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Φ δδ = δ − > = δ −∑
⋅

	 (4)

Качество оценки пожизненной ренты ( )n
xa δ  (4) будем характеризовать ее СКО: 

( )22 ( ( )) ( ) ( )n n
x x xu a E a aδ = δ − δ .

Теорема [7]. Если функция выживания S(x) непрерывна, S(x) > 0, то СКО оценки (4) 

( )
2

2
2 3 3/2

( ,2 ) ( ) ( , ) 1( ) .
( )

n
x

x S x xu a O
n S x n

Φ δ −Φ δ  δ = +  δ  

При моделировании рент ограничимся законом Мэйкхама, который для малых возрас-
тов учитывает смертность от несчастных случаев, причем с увеличением возраста влияние 
несчастных случаев на смертность ослабевает [13–15].
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Материалы и методы исследования

Итак, перейдем к оцениванию ренты по  статистическим данным, полученным методом 
исключения для распределения Мэйкхама, которое определяется тремя параметрами A, B, 
α, для которой функция выживания [13–15]

( )( ) exp 1 ,xB
S x Ax eα= − − −

α
 
  

а пожизненная рента ( , , ,  )xa A B α δ  согласно формуле (1) принимает вид

	
( ) ( )( )( )

0
exp ( )1

( , , , ) . ,

x t xx t

x

dt
B

A t e eA Be
a A B

∞ α + αα + − δ + − −− +∫ αα δ =
δ δ

 
   	 (5) 

где параметр А учитывает влияние несчастных случаев на смертность, а величина Beαx – 
влияние возраста на смертность.

Интегралы в (5) вычисляются приближенно методом трапеций при δ = 0,1, A = 0,0007, 
B = 0,00005, α = 0,092. Приведем на рис. 1 график соответствующей плотности вероятности 
Мэйкхама ( ) ( )f x S x′= − .

 

Рис. 1. Плотность вероятности Мэйкхама при A = 0,0007, B = 0,00005, α = 0,092

В табл. 1 приводятся теоретические значения рент, вычисленные по формуле (5).

 Таблица 1
Величины рент (5) для различных возрастов x  
при A = 0,0007, B = 0,00005, α = 0,092, δ = 0,1

x лет 10 20 30 40 50 60 70 80 90

xa  9,87 9,79 9,64 9,32 8,74 7,76 6,31 4,54 2,81

Зависимости рент (0,0007;0,00005;0,092;0,1)xa  (5) и их оценок (4)

	

0,1( )

1

1
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(0,1) 1

0,1 ( )

n X xi
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x n

i
i

e I X x
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I X x

− −

=

=

>∑
= −

>∑

 
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  
 

 	 (6)

от возраста х для n = 50,100,500 из распределения Мэйкхама представлены на рис. 2.
Теперь рассмотрим оценивание ренты по реальным данным. В одном из районов Том-

ской области было зарегистрировано 410 смертей (2001 г.), на основании чего была полу-
чена исходная выборка продолжительностей жизни объема n = 410. Построены непара-
метрические оценки (6) ренты (0,1)xa  по всей исходной выборке, а также по случайным 
выборкам объема 50, 100, 250, которые состоят из элементов исходной выборки. Оценку 
ренты 

410 (0,1)xa , построенную по всей выборке, назовем эталонной оценкой. 
Оценки рент (6) для n = 50, 100, 250, 410 и (0,90)x∈  представлены на рис. 3.
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1) 

2) 

3) 

Рис. 2. Зависимость ренты (0,0007;0,00005;0,092;0,1)xa  (гладкая функция)  
и ее оценки (0,1)n

xa (пилообразные функции) от возраста х при n: 1) 50; 2) 100; 3) 500
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1) 

 

2)

3) 

Рис. 3. Эталонные оценки ренты 
410 (0,1)xa  (6) (гладкая функция)  

и оценки (0,1)n
xa  (6)  (пилообразные функции) для n: 1) 50; 2) 100; 3) 250

Результаты исследования и их обсуждение

Из рис. 2 следует, что модули разностей (0,1) (0,0007;0,00005;0,092;0,1)n
x xa a−  меж-

ду оценками рент (0,1)n
xa  и истинной рентой (0,0007;0,00005;0,092;0,1)xa  с ростом 

n стремятся к нулю для каждого (0,90)x∈ .
Критерием качества оценок (6) может служить эмпирическая СКО 

99
2

0

1( ;0,0007;0,00005;0,092;0,1) ( (0,0007;0,00005;0,092;0,1) (0,1)) .100
n

x x
x

G n a a
=

= −∑  	 (7) 

В табл. 2 приводятся для различных n значения эмпирических СКО (7).
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Таблица 2

Значения эмпирических СКО (7) для оценок рент (6) при различных n

N 50 100 250 500

( ;0, 0007;0,00005; 0,092;0,1)G n 0,0475 0,00591 0,00062 0,00093

Видим, что согласно табл. 2 качество 
оценивания улучшается с ростом n.

Аналогичные выводы справедливы и  
при использовании оценок рент по реаль-
ным данным. Из рис. 3 следует, что моду-

ли разностей 410(0,1) (0,1)n
x xa a−  между 

оценками рент (0,1)n
xa  и эталонной рен-

той 
410 (0,1)xa  с ростом n стремятся к нулю 

для каждого (0,90)x∈ .
Критерием качества оценок (6), по-

строенных по реальным выборкам объема 
n = 50, 100, 250 относительно эталонной 
ренты, возьмем 

99
410 2

0

1
100

( ;0,1) (0,1) (0,1) .( )n
x x

x
G n a a

=

= −∑  (8)

В табл. 3 приводятся значения эмпири-
ческих СКО (8) для n = 50, 100, 250.

Таблица 3
Значения эмпирических СКО (8)  

для оценок рент (6) при различных n

n 50 100 250
G(n) 0,456 0,247 0,104

Согласно табл. 3 качество оценивания 
также улучшается с ростом n.

Заключение
В статье изучаются свойства оценок 

пожизненных рент, построенных по мо-
дельным и реальным данным. Модельные 
данные генерируются методом исключения 
согласно распределению Мэйкхама, кото-
рое широко используется на практике. По-
казывается, что эмпирические СКО оценок, 
построенных по выборкам из распределе-
ния Мэйкхама (7) и по выборкам реальных 
данных (8), уменьшаются с ростом объемов 
выборок. Это подтверждает состоятель-
ность оценок согласно утверждению теоре-
мы о СКО оценки ренты (4).
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