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Приведение дифференциальных уравнений в  частных производных более  высокого порядка к инте-
гральным уравнениям является сложной задачей. Одним из методов, используемых при приведении диф-
ференциальных  уравнений  в  частных  производных  к  интегральным  уравнениям,  является  метод  допол-
нительного аргумента. Особенность этого метода  заключается в  том, что, не приводя дифференциальное 
уравнение в частных к каноническому виду, сводят его к интегральному уравнению. Метод дополнительных 
аргументов широко используется для дифференциальных уравнений первого порядка. Целью исследования 
является приведение дифференциального уравнения в частных производных четвертого порядка к системе 
интегральных уравнений новым методом, не приводя уравнения к каноническому виду. В статье рассма-
тривается дифференциальное уравнение с частными производными четвертого порядка, где коэффициенты 
производных неизвестной функции не зависят от времени. Рассматриваемое дифференциальное уравнение 
относится к уравнениям гиперболического типа, и это уравнение рассматривается с начальными условиями. 
Дифференциальное уравнение в частных производных четвертого порядка записывается в операторной фор-
ме с помощью нескольких обозначений. Затем поставленная задача с использованием метода дополнитель-
ного аргумента сводится к системе интегральных уравнений. А существование и единственность решения 
системы интегральных уравнений определяются применением принципа сжимающих отображений. Резуль-
таты получены с использованием метода дополнительного аргумента и принципа сжатых отображений. 
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The reduction of higher-order partial differential equations to integral equations is a complex task. One of the 
methods used to transform partial differential equations into integral equations is the method of the additional argument. 
The key feature of this method is that it reduces the partial differential equation to an integral equation without bringing 
it into its canonical form. The method of additional arguments is widely used for first-order differential equations. The 
aim of the research is to transform a fourth-order partial differential equation into a system of integral equations using a 
new method, without reducing the equation to its canonical form. This article discusses a partial differential equation of 
the fourth order, where the coefficients of the derivatives of the unknown function do not depend on time. The equation 
under consideration belongs to the class of hyperbolic-type equations, and it is examined with initial conditions. The 
partial differential equation of the fourth order is written in operator form using several notations. Then, the problem is 
reduced to a system of integral equations using the method of the additional argument. The existence and uniqueness 
of the solution to the system of integral equations are determined by applying the contraction mapping principle. The 
results were obtained using the method of an additional argument and the principle of compressed mappings.
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Введение
Приведение дифференциальных уравне-

ний (ДУ) в частных производных более вы-
сокого порядка к интегральным уравнениям 
(ИУ) является сложной задачей. В настоящее 
время для приведения таких уравнений в ИУ 
или системы ИУ используется метод допол-
нительного  аргумента  (МДА).  Чтобы  ис-
пользовать указанный метод, авторы должны 
преобразовать начальную задачу в удобную 
для  них  дифференциальную  форму.  Такие 

применения  использовались  для  уравнений 
второго порядка в работах [1, 2]. 

Цель  исследования  –  приведение  за-
данного ДУ в частных производных четвер-
того порядка к системе ИУ новым методом, 
не  приводя  уравнения  к  каноническому 
виду, и исследование решения системы ИУ.

Материалы и методы исследования
Приведение ДУ в частных производных 

второго порядка в систему ИУ, не приводя 
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заданного уравнения к каноническому виду, рассмотрено в работах [1, 2]. Сведение осу-
ществлено с помощью МДА. 

МДА значительно облегчит численное решение нелинейных начальных задач [3]. МДА 
применяется при решении систем уравнений в частных производных [4, 5].

В работе используются решения следующих ИУ: 

 ( , , ) ( ( , , )) ,
t

s

p s t x x a p t x dν ν= + ∫   (1)

 2

( , , ) ( ( , , )) ,

( , , ) ( ),

t

s

q s t x x a q t x d

s t x Q T

ν ν= −

∈

∫
   (2)

1 2 3 1 2 3( ) {( , , ,.., , ) 0 ... , },n n nQ T t t t t x t t t t T x R= ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈
где p(s,t,x), q(s,t,x) – неизвестные функции, a(x) – заданная достаточно гладкая функция. ИУ 
видов (1), (2) с заданной гладкой функцией имеют единственные решения. 

В данной работе использованы классы функций  ( )( ), ( ), ( , ,...) ,k
u vC C Lip N MΩ Ω  

введенные в [6, 7]. 
Рассматривается задача Коши вида

2 4( , ) 2 ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , , ),tttt ttxx xxxx xxx xxu t x a x u t x a x u t x e x u t x f x u t x F t x u− + = + +   (3) 

 (0, ) ( ), 0,1, 2,3,
k

kk
u x u x k

t
∂

= =
∂

  (4)
где

( )23 2( ) 4 ( ), ( ) 2 ( ) ( ) .e x a a x f x a a x aa x ′ ′ ′′= − = − +   
Для  приведения  данной  задачи  Коши  (3),  (4)  к  системе  ИУ  используются  следую-

щие обозначения:

 1( , ) ( , ) ( ) ( , ),t xt x u t x a x u t xϑ = −   (5)

 2( , ) ( , ) ( ) ( , ),tt xxt x u t x a x u t xω = −   (6)
 2 ( , ) ( , ) ( ) ( , ).t xt x t x a x t xϑ ω ω= −   (7)

  1( ) ( ),x a xα ′= −   (8)

  2 ( ) ( ) ( ).x a x a xα ′′= −    (9)
С помощью обозначений (5)–(9) запишем уравнение (3) в следующем виде:

 
2( , ) ( ) ( , ) ( , , ).                        tt xxt x a x t x F t x uω ω− =   (10) 

Теорема. Пусть  (4) (4)
1( ), ( ) ( ), 0,1, 2,3, ( , , ) ( ( ) ) ( ).k ua x u x C R k F t x u C Q T R Lip L∈ = ∈ × ∩  

Тогда  задача  (3),  (4)  сводится  к  решению  систем  ИУ  относительно  неизвестных 
1 2( , ), ( , )t x t xϑ ϑ : 
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где [ ]1 1 0 12 ( , ) ( ) ( , ) ( ) ,tt x x u t x xϑ α ϕ=− =    0(0, ) ( )x xω ψ=

[ ]1 0 12 ( , ) ( ) ( , ) ( ) ,tt x x t x xϑ α ω ψ=− =

( ) ( )0 1
0

( , ) (0, , ) , ( , , ) .
t

u t x u p t x s p s t x dsϑ= + ∫

 Доказательство
Доказательство теоремы проводится в три этапа. Авторы также используют результаты 

работ [1, 2, 6].
I. Из (5), (6) и из начальных условий (4) получается следующая система ИУ: 

1 1 1 1 1
0

1 1 1( , ) ( (0, , )) ( ) ( , ) ( ( , , )) ( , ( , , ))
2 2 2

t

t x q t x x u t x q s t x s q s t x dsϑ ϕ α α ϑ= + − −∫

  2
0 0

1 ( ( , , )) ( , ( , , )) ( , ( , , )) ,
2

t t

q s t x u s q s t x ds s q s t x dsα ω− +∫ ∫    (13)

 ( ) ( )0 1
0

( , ) (0, , ) , ( , , )
t

u t x u p t x s p s t x dsϑ= + ∫ ,   (14)

В самом деле, если 1( , ),t xϑ  u(t,x) – решение системы ИУ (13), (14), то, дифференцируя 
(13), имеем

 1 1 1( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ).t x xt x a x t x a x x u t x t xϑ ϑ α ω+ = +   (15) 

Из (15), учитывая введенные выше обозначения, получаем (6), (5).
Таким образом, авторы из (13), (14) получили (5), (6). 
Теперь, наоборот, рассматривается получение системы ИУ (13), (14) из (5), (6).
Для использования МДА запишем (5) в следующем виде:

  1 1 1 1 2( , ; ) ( ) ( , ; ) ( ) ( , ) ( ) 2 ( , ),t xz t x u a x z t x u x t x x u t xα ϑ α ω+ = − − +    (16) 

где  1 1 1( , ; ) 2 ( , ) ( ) ( , ).z t x u t x x u t xϑ α= −
Для задач (16), (4) и (6), (4) применяем МДА и получаем систему ИУ (13), (14). Такие 

применения МДА приведены в работах [1, 2, 6]. 
II. Из (6), (7) и из начальных условий (4) получаем систему ИУ: 

2 1 1 1 2
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2 2 2
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t x q t x x t x q s q dsϑ ψ α ω α ϑ= + − −∫

  2
0 0

1 ( ) ( , ) ( , , ) ,
2

t t

q s q ds F s q u dsα ω− +∫ ∫    (17)
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 ( ) ( )0 2
0

( , ) (0, , ) , ( , , )
t

t x p t x s p s t x dsω ω ϑ= + ∫ .   (18)

Пусть  ( , ), ( , )t x t xϑ ω  являются решениями системы ИУ (17), (18). Тогда, дифферен-
цируя (17), получаем (7).

 2 2 1( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ; ).t x xt x a x t x a x x t x F t x uϑ ϑ α ω+ = +   (19) 

Из (19) получаем справедливость уравнения (6).
Следовательно, авторы из (17), (18) получили (6), (7). 
Теперь, наоборот, авторы должны показать, что из (6), (7) следует справедливость си-

стемы ИУ (13), (14).
Далее, записывая (6) в следующем виде, используем стандартное применение МДА: 

  2 1 2 2[ ( , )] ( , ; ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) 2 ( , ; ),D a t x z t x u x t x x t x F t x uα ϑ α ω= − − +    (20) 

где  2 2 1( , ; ) 2 ( , ) ( ) ( , ).z t x u t x x t xϑ α ω= −
Следует отметить, что новизной данной работы является способ записи (7) в виде (20).
Следовательно, после применения МДА для задач (20), (4) и (7), (4) получаем (17), (18).
В уравнение (13), (17), подставляя (14) и (18), получаем (11), (12).
III. Cистема ИУ (11), (12) имеет единственное решение в  (4)

2( ( *)),C G T  T* > 0 опреде-
ляется из данных задачи (3), (4).

Используем векторную запись системы (11), (12):

 θ = Aθ,   (21)
где θ = (θ1, θ2) – вектор-функция переменных (t,x), 1 1( , )t xθ ϑ= ,  2 2 ( , )t xθ ϑ= , а компоненты 
оператора А = (А1, А2):
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= + + +

+ −

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫  

( )

( ) ( ) ( )

2 2 1 2 1 2
0 0

2 2 0 1
0 0 0 0

1 1( , ) ( ) , ( , , ) ( ) ( , ( , , ))
2 2

1 ( ) , ( , , ) ( , , (0, , ) , ( , , ) ) ,
2

t t

t s t s

A t x x s p s t x ds q s q s t x ds

q p s q d ds F s q u p s q p s q d ds

θ ϕ α θ α θ

α θ ν ν ν θ ν ν ν

= + − −

 
− + + 

 

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

где

( ) ( )

( )

1 1 1 0 0
0

2 0
0

1 1( , ) ( (0, , )) ( ) (0, , ) (0, , )
2 2

1 ( ( , , )) (0, , ) ,
2

t

t

t x q t x x u p t x p s q ds

q s t x u p s q ds

ϕ ϕ α ψ

α

= + + −

−

∫

∫  

( ) ( )2 1 1 0 2 0
0

1 1 1( , ) ( (0, , )) ( ) (0, , ) ( , ) (0, , ) .
2 2 2

t
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Применяем принцип сжатых отображений, полагая  0 Mθ θ− ≤  и используя норму

{ }
10 2 ( , ) ( )

max max , 1,2 .ii t x Q T
iθ θ

≤ ≤ ∈
= =
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При  Т < Т* в 0( , )S Mθ  справедли-
вы оценки:

1 1 1( ),A Tθ ϕ− ≤ Ω       2 2 2 ( ),A Tθ ϕ− ≤ Ω
где

2

1( ) 1 ,
2 2
P TT PKT K Ω = + + 

 

  
2

2 ( ) ,
4

TT PKT PK F TΩ = + +

0 ,M Kθ θ≤ + =

( ) , 1, 2.i x P const iα ≤ = =  
Обозначим через Т1, Т2 – соответственно 

корни уравнений:

1( ) ,T MΩ =      2 ( ) .T MΩ =

Оператор  А  будет  оператором  сжатия 
в  0( , )S Mθ . В самом деле если  1 2

0, ( , )S Mθ θ θ∈  
имеют компоненты 1 2, 1, 2.i i iθ θ = , то имеем

1 2 1 2
1 1 3( ) ,A A Tθ θ θ θ− ≤ Ω −

1 2 1 2
2 2 4 ( ) ,A A Tθ θ θ θ− ≤ Ω −

где
2

3( ) 1 ,
2 2
P TT PT  Ω = + + 

 
2 2

4 ( ) ,
4 2

T TT PT P LΩ = + +

Пусть Т3, Т4 – корни уравнений

 3 4( ) 1, ( ) 1.T TΩ = Ω =

Тогда  при  1 2 3 4min{ , , , }T T T T T T∗< =  
оператор А является оператором сжатия, сле-
довательно, (20) имеет единственное решение. 

Определив единственное решение урав-
нения  (21),  можно  подставить  его  в  (14) 
и получить  единственное решение постав-
ленной задачи (3), (4).

Заключение
Рассмотрено дифференциальное урав-

нение  в  частных  производных  четвер-
того  порядка,  нелинейное  относительно 
неизвестной  функции  с  начальными  ус-
ловиями.  Поставленная  задача  сведена 
к  решению  систем ИУ.  Результаты  полу-
чены  с  использованием  метода  дополни-
тельного  аргумента  и  принципа  сжатых 
отражений. 
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